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Kumpulan tiedekirjasto
Funktioteoriassa eräs keskeisimpiä kiinnostuksen kohteita on analyyttiset
funktiot, jotka voidaan määritellä ns. Cauchyn-Riemannin operaattorin avul-
la. Tämän tutkielman tavoitteena on yleistää kompleksitason funktioteoria,
analyyttiset funktiot ja niihin liittyvä Hardyn avaruuksien teoria korkeampiin
ulottuvuuksiin. Tämä onnistuu määrittelemällä Diracin operaattori, joka on
Cauchyn-Riemannin operaattorin korkeampiulotteinen yleistys ja joka operoi
Cliffordin algebra -arvoisiin funktioihin. Cliffordin algebran alkiot voidaan taas
ajatella kompleksilukujen korkeampiulotteisena yleistyksenä. Diracin operaatto-
rin avulla määritellään Clifford-analyyttiset funktiot, joiden komponenttifunktiot
ovat aina myös harmonisia.
Kuten kompleksitasossa, myös korkeampiulotteisessa tapauksessa analyyt-
tisillä funktioilla on hyödyllisiä ominaisuuksia, joita ei välttämättä ole sellaisilla
funktioilla, jotka ovat pelkästään harmonisia. Tästä syystä analyyttisten funk-
tioiden teorian tutkiminen ja kehittäminen on merkityksellistä. Eräs tällainen
ominaisuus on se, että analyyttisillä funktioilla on voimassa Cauchyn inte-
graalikaava, joka saa Clifford-analyyttisten funktioiden tapauksessa yllättävän
samankaltaisen muodon kuin tason tapauksessa. Cauchyn integraalikaava on
tärkeässä roolissa tutkittaessa Hardyn avaruuksia.
Clifford-analyyttinen funktio kuuluu Hardyn avaruuteen Hp, mikäli sen
eräänlainen Hp-normi on äärellinen. Tämän tutkielman lopullinen tavoite on
tarkastella ylemmässä puoliavaruudessa analyyttisten funktioiden muodosta-
maa Hardyn avaruutta. Osoittautuu, että Hardyn avaruuden funktio F voidaan
esittää Cauchy-integraalina funktiosta f , joka on ei-tangentiaalinen raja-arvo
funktion F lähestyessä avaruutta Rn−1. Tämä on tutkielman päätulos.
Esitiedoiksi lukijalle riittää varsin maltilliset perusteet reaali- ja komplek-
sianalyysista. Suurin osa käsitteistä ja tuloksista pyritään aina vähintäänkin
kertaamaan ennen niiden käyttämistä.
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Johdanto
Funktioteoriassa eräs keskeisimpiä kiinnostuksen kohteita on analyyt-
tiset funktiot, jotka voidaan määritellä esimerkiksi Cauchyn-Riemannin
operaattorin (määritelmä 2.1) avulla. Tämän tutkielman tavoitteena on
yleistää kompleksitason funktioteoria, analyyttiset funktiot ja niihin liitty-
vä Hardyn avaruuksien teoria korkeampiin ulottuvuuksiin. Tämä onnis-
tuu määrittelemällä Diracin operaattori (2.5), joka on Cauchyn-Riemannin
operaattorin korkeampiulotteinen yleistys ja joka operoi Cliffordin al-
gebra -arvoisiin funktioihin. Cliffordin algebran alkiot voidaan taas aja-
tella kompleksilukujen korkeampiulotteisena yleistyksenä. Diracin ope-
raattorin avulla määritellään Clifford-analyyttiset funktiot, joiden kom-
ponenttifunktiot ovat aina myös harmonisia.
Kuten kompleksitasossa, myös korkeampiulotteisessa tapauksessa ana-
lyyttisillä funktioilla on hyödyllisiä ominaisuuksia, joita ei välttämättä ole
sellaisilla funktioilla, jotka ovat pelkästään harmonisia. Tästä syystä ana-
lyyttisten funktioiden teorian tutkiminen ja kehittäminen on merkityksel-
listä. Eräs tällainen ominaisuus on se, että analyyttisillä funktioilla on voi-
massa Cauchyn integraalikaava, joka saa Clifford-analyyttisten funktioi-
den tapauksessa yllättävän samankaltaisen muodon kuin tason tapauk-
sessa. Cauchyn integraalikaava on tärkeässä roolissa tutkittaessa Hardyn
avaruuksia.
Clifford-analyyttinen funktio kuuluu Hardyn avaruuteen Hp, mikäli
sen eräänlainen Hp-normi on äärellinen (määritelmä 6.4). Tämän tutkiel-
man lopullinen tavoite on tarkastella ylemmässä puoliavaruudessa
Rn+ = {(x, t) ∈ Rn : x ∈ Rn−1, t > 0}
analyyttisten funktioiden muodostamaa Hardyn avaruutta. Osoittautuu
(lause 6.10), että Hardyn avaruuden funktio F voidaan esittää Cauchy-
integraalina funktiosta f , joka on ei-tangentiaalinen raja-arvo funktion F
lähestyessä avaruutta Rn−1. Tämä on tutkielman päätulos.
Ensimmäisessä kappaleessa määritellään Cliffordin algebrat ja esite-
tään niihin liittyviä perustuloksia. Kappaleen ei ole tarkoitus olla tyh-
jentävä esitys aiheesta, vaan painotus on niissä asioissa, joita tarvitaan
jatkossa. Lähteinä tähän kappaleeseen on käytetty sekä Gilbertin ja Mur-
rayn kirjaa [GM91] että Louneston kirjaa [Lou97]. Gilbertin ja Murrayn
kirjaa voidaan oikeastaan pitää tämän tutkielman päälähteenä: se kattaa
koko tutkielman aihealueen ja sitä on hyödynnetty jokaisessa kappalees-
1
sa. Toinen paljon hyödynnetty, monta asiaa kattava lähde on Evansin kir-
ja [Eva98], ja erityisesti sen Appendix.
Toisessa kappaleessa kerrataan analyyttisyyden määritelmä komplek-
sitason tapauksessa. Tämän jälkeen määritellään Diracin operaattori, jon-
ka avulla taas määritellään Clifford-analyyttiset funktiot. Kolmannessa
kappaleessa esitetään Cauchyn integraalikaava kompleksitasossa, minkä
jälkeen se johdetaan n-ulotteisessa tapauksessa. Kompleksitason tulosten
lähteenä on käytetty Greenen ja Krantzin kirjaa [GK06]. Lisäksi kolman-
nen kappaleen viimeisen lauseen todistuksessa tärkeä lähde on Walter
Rudinin Functional Analysis -kirja [Rud91].
Neljännessä kappaleessa syvennetään harmonisten ja subharmonisten
funktioiden tietoja. Jos esimerkiksi F on analyyttinen funktio, niin funk-
tio |F|p osoittautuu subharmoniseksi tietyillä p. Aikaisemmin mainittujen
lähteiden lisäksi subharmonisista funktioista löytää tietoa Rudinin Real
and Complex Analysis -kirjasta [Rud66].
Viides kappale on tutkielman laajin ja siinä määritellään Poisson-ydin
ja -integraali. Näille todistetaan monia konvergenssi- ja muita tuloksia,
jotka ovat tärkeässä roolissa viimeisessä kappaleessa. Kappaleen tärkein
lähde on Elias Steinin ja Guido Weissin kirja [SW71], jota täydentävät Stei-
nin muut kirjat [Ste70] ja [Ste93]. Lisäksi on käytetty kirjaa Axler, Bourden
& Ramey [ABR01], sekä Frank Jonesin reaalianalyysin kirjaa [Jon01].
Kuudennen eli viimeisen kappaleen alussa käydään läpi, mistä Har-
dyn avaruuksien tutkiminen kompleksitasossa alkoi, ja esitetään muuta-
mia perustuloksia. Tämän jälkeen siirrytään ylempään puoliavaruuteen
ja kohti aiemmin mainittua päätulosta. Kappaleen ainoa uusi asia on
Fourier-muunnoksen ja muutaman siihen liittyvän perustuloksen kertaus
(lisätietoja esimerkiksi Steinin ja Shakarchin kirjassa [SS03]), nämäkin oi-
keastaan vain laskuja helpottavina työkaluina. Loppu seuraa soveltamalla
edellisten kappaleiden tuloksia ja tekemällä sopivat johtopäätökset.
Esitiedoiksi tämän tutkielman lukijalle riittää varsin maltilliset perus-
tiedot reaali- ja kompleksianalyysista. Suurin osa käsitteistä ja tuloksista
pyritään aina vähintäänkin kertaamaan ennen niiden käyttämistä.
Kiitän ohjaajaani Petri Olaa mielenkiintoisesta aiheesta sekä rakenta-
vista kommenteista erityisesti koskien sitä, mikä on aiheen kannalta olen-
naista ja mikä ei. Lisäksi kiitän työni toista tarkastajaa Hans-Olav Tyl-
liä tarkoista parannusehdotuksista. Viimeisenä kiitokset Jonille ja Vesalle
matematiikkaa sivuavista lounaskeskusteluista.
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1 Cliffordin algebrat
Määritelmä 1.1. Avaruuden Rn ortonormaalia kantaa {e1, . . . , en} vastaa-
va Cliffordin algebra C`n toteuttaa ehdot
(i) ejek + ekej = −2δjk, kun 1 ≤ j, k ≤ n, ja
(ii) redusoidut tulot
eα = eα1eα2 · · · eαk ,
missä 1 ≤ α1 < · · · < αk ≤ n, ja alkio e∅ = 1 muodostavat kannan
C`n:lle.
Tässä tulolla tarkoitetaan ns. geometrista tuloa, ja laskutoimituksen
tuloksena saadaan multivektori. Esimerkiksi kahden vektorin tulo on bi-
vektori. Tulon täsmälliseen määritelmään tai multivektoreiden tulkintaan
ei tässä kuitenkaan syvennytä vaan viitataan lähteeseen [Lou97], jossa ai-
he käsitellään tarkasti ja tyhjentävästi.
Määritelmän ensimmäisessä kohdassa δjk on Kroneckerin delta, joka saa
arvon 1 mikäli j = k ja arvon 0 kun j 6= k. Ehto voidaan kirjoittaa myös
eksplisiittisesti muodossa{
ejek = −ekej, kun j 6= k,
e 2j = −1 kaikilla j.
Cliffordin algebra ei siis ole vaihdannainen, ja määritelmän toinen ehto ta-
kaa sen, ettei kantaan kuulu yhtäkään kannan jäsenen vasta-alkiota. Siten
esimerkiksi alkio e2e1 = −e1e2 ei kuulu tähän kantaan mutta e1e2 kuuluu.
Toinen ehto kertoo myös Cliffordin algebran C`n dimension: avaruuden
Rn jokaisen kantavektorin ej kohdalla voidaan valita, otetaanko se tuloon
mukaan vaiko ei, mistä seuraa dimC`n = 2n.
Tarkastellaan Cliffordin algebran rakennetta vielä tarkemmin. Olkoon
C`(k)n = spanR{eα = eα1eα2 · · · eαk : 1 ≤ α1 < . . . < αk ≤ n}
joukko, jonka virittää kaikki k:n kantavektorin tulot. Tällöin on voimassa
C`n = C`
(0)
n ⊕ C`(1)n ⊕ · · · ⊕ C`(n)n ,
eli C`n on suora summa joukoista C`
(k)
n . Näillä merkinnöillä on voimassa
erityisesti C`(0)n = R, C`
(1)
n = R
n ja C`(0)n ⊕ C`(1)n = Rn+1. Edellä mai-
nittu suora summa määritellään niin, että jokaisella alkiolla a ∈ C`n on
yksikäsitteinen esitys a = a0 + a1 + · · ·+ an, missä jokainen ak ∈ C`(k)n .
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Lause 1.2. Cliffordin algebra on yksikäsitteinen riippumatta kannan valinnasta.
Todistus. Olkoot {e1, . . . , en} ja {ε1, . . . , εn} avaruuden Rn ortonormaaleja
kantoja. Lineaarialgebrasta on tuttua, että on olemassa sellainen kannan-
vaihtomatriisi A = [aij] ∈ Rn×n, että pätee ε j = Aej kaikilla j = 1, . . . , n.
Lasketaan
ε jεk = (
n
∑
r=1
ajrej)(
n
∑
s=1
aksek) =
n
∑
r,s=1
ajraksejek
= ∑
r 6=s
ajrakseres −
n
∑
j=1
ajrajs
= ∑
r 6=s
ajrakseres.
Viimeinen yhtäsuuruus seuraa siitä, että kannanvaihtomatriisi on ortogo-
naalinen eli sen sarakkeet ovat ortogonaaliset pistetulon suhteen. Tällöin
erityisesti summa ∑j ajrajs eli sarakkeiden r ja s pistetulo on nolla. Havai-
taan, että kahden vektorin tulo kannassa {ε j} on bivektori myös toisessa
kannassa, eikä tuloksena saada esimerkiksi skalaareja. Useamman kuin
kahden vektorin tulo todistetaan samoin.
Ensimmäinen tuttu esimerkki Cliffordin algebrasta on kompleksiluvut
C. Reaaliluvuille R määritelty Cliffordin algebra on edeltävän esityksen
mukaan suora summa C`1 = C`
(0)
1 ⊕C`(1)1 , missä C`(0)1 = R ja avaruuden
C`(1)1 virittää e1, jolle pätee e
2
1 = −1. Tavallisesti merkitään e1 = i, jolloin
jokainen z ∈ C`1 = C voidaan esittää muodossa z = x · 1+ y · i = x + iy,
missä x, y ∈ R.
Toinen tunnettu Cliffordin algebra on kvaterniot eli Hamiltonin kunta
H, ja se on oikeastaan kompleksilukujen jälkeen seuraava Cliffordin al-
gebra C`2. Jos {e1, e2} on avaruuden R2 kanta, niin C`2:n kanta on määri-
telmän mukaan {1, e1, e2, e1e2}. Yleensä on tapana merkitä e1 = i, e2 = j ja
e1e2 = k, jolloin C`2:n alkio on kvaternio muotoa x = a0 + a1i + a2 j + a3k,
ja a0, . . . , a3 ovat reaalilukuja.
Kompleksiluvuille määritelty keskeinen käsite on kompleksikonjugaat-
ti. Jos z on kompleksiluku muotoa z = x + iy, niin sen kompleksikonju-
gaatti on z¯ = x− iy. Kompleksikonjugaatilla on tärkeitä ja keskeisiä omi-
naisuuksia, kuten
zz¯ = |z|2, ¯¯z = z ja z−1 = 1
z
=
z¯
|z|2 . (1.3)
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Määritelmä 1.4. Olkoon a Cliffordin algebran C`n alkio, jolloin a voidaan
esittää muodossa a = a0 + a1 + · · · + an, missä ak ∈ C`(k)n on k-vektori.
Tällöin kunkin komponentin ak konjugaatti on
a¯k = (−1)k(k+1)/2ak,
ja a:n konjugaatti saadaan summana a¯ = a¯0 + a¯1 + · · ·+ a¯n. Jos tarvitsee
konjugoida esimerkiksi pitempiä kaavoja, käytetään merkintää a¯ = (a)−.
Todetaan heti, että kaikilla k pätee e¯k = −ek. Lisäksi määritelmä yhtyy
aiemmin tuttuun, kompleksiluvuille määriteltyyn konjugaattiin. Jos ni-
mittäin z ∈ C, z = x + iy, niin x ∈ C`(0)1 ja iy ∈ C`(1)1 . Siis x¯ = (−1)0x = x
ja iy = (−1)(1·2)/2iy = −iy eli z¯ = x− iy niin kuin pitääkin.
Seuraavaksi herää kysymys, toteuttaako yleisempi konjugaatti mitään
kohdan 1.3 ominaisuuksista. Olkoon k ≥ 0 kokonaisluku ja uk ∈ C`(k)n .
Määritelmän mukaan pätee
¯¯uk = (−1)
1
2 k(k+1)u¯k = (−1)
1
2 k(k+1)(−1) 12 k(k+1)uk = (−1)k(k+1)uk = uk,
koska k(k + 1) on aina parillinen. Siis kaikilla u ∈ C`n pätee ainakin
keskimmäinen ominaisuus ¯¯u = u. Todettakoon lisäksi, että jos u, v ∈ C`n,
niin pätee uv = v¯u¯.
Avaruuden Rn sisätulo yleistyy Cliffordin algebraan luonnollisella ta-
valla. Alkioille x, y ∈ C`n voidaan määritellä sisätulo tutulla kaavalla
(x, y) = (∑
α
xαeα , ∑
β
yβeβ) =∑
α
xαyα. (1.5)
Tällöin Cliffordin algebra C`n on Hilbertin avaruus, ja sisätulon indusoi-
ma normi saa myös tutun muodon
|x|C` = |∑
α
xαeα|C` = (x, x)1/2 = (∑
α
|xα|2)1/2. (1.6)
Korostetaan vielä, että kaikki normin ehdot ovat siis voimassa, eli pätee
(i) |x|C` ≥ 0 kaikilla x ∈ C`n,
(ii) |x|C` = 0 jos ja vain jos x = 0,
(iii) |ax|C` = |a||x|C` kaikilla x ∈ C`n, a ∈ R ja
(iv) |x + y|C` ≤ |x|C` + |y|C`.
5
Jatkossa merkitään lyhyesti |x|C` = |x|.
Normin avulla voidaan näyttää, että yleinen konjugaatti ei toteuta
muita kohdan 1.3 ominaisuuksista. Olkoon z = 1+ e1e2e3 ∈ C`3, jolloin
siis e1e2e3 ∈ C`(3)3 . Määritelmän 1.4 mukaan pätee
e1e2e3 = (−1)3·(3+1)/2e1e2e3 = e1e2e3,
joten konjugaatti on z¯ = 1+ e1e2e3. Sisätulon antama normi alkiolle z on
|z| = √2. Toisaalta pätee
zz¯ = 2+ 2e1e2e3 6= 2 = |z|2,
joten kumpikaan jäljellä olevista kaavoista kohdassa 1.3 ei voi olla voi-
massa yleisesti Cliffordin algebroissa, vaikka ne toimivatkin kompleksi-
luvuilla ja kvaternioilla.
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2 Diracin operaattorit ja analyyttiset funktiot
Kompleksitasossa C voidaan määritellä Cauchy-Riemannin operaattorit
asettamalla
∂ =
1
2
(
∂
∂x
− i ∂
∂y
) ja ∂ =
1
2
(
∂
∂x
+ i
∂
∂y
).
Näiden operaattoreiden avulla voidaan taas määritellä analyyttiset funk-
tiot vaatimalla ehdon ∂ f = 0 toteutumista. Joskus käytetään myös mer-
kintöjä ∂ = ∂/∂z ja ∂ = ∂/∂z¯.
Määritelmä 2.1. Olkoon Ω ⊂ C avoin joukko ja funktio f : Ω → C jat-
kuvasti derivoituva eli f ∈ C1(Ω). Tällöin funktio f on analyyttinen (tai
holomorfinen) joukossa Ω mikäli pätee
∂ f = 0
kaikissa joukon Ω pisteissä. Joukossa Ω analyyttisten funktioiden luok-
kaa voidaan merkitä H(Ω).
Kompleksiarvoinen funktio f voidaan kirjoittaa reaali- ja imaginaa-
riosansa avulla f = u + iv, missä u = Re f ja v = Im f ovat reaaliarvoisia
funktioita Ω → R. Analyyttisilla funktioilla reaali- ja imaginaariosat to-
teuttavat Cauchy-Riemannin yhtälöt
∂u
∂x
=
∂v
∂y
ja
∂u
∂y
+
∂v
∂x
= 0. (2.2)
Kirjoittamalla auki ∂ f :n lauseke saadaan
2∂ f =
∂ f
∂x
+ i
∂ f
∂y
=
∂u
∂x
+ i
∂v
∂x
+ i
∂u
∂y
− ∂v
∂y
= (
∂u
∂x
− ∂v
∂y
) + i(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
),
mistä nähdään, että funktiolla f = u + iv pätee ∂ f = 0 täsmälleen silloin,
kun se toteuttaa Cauchy-Riemannin yhtälöt.
Jokainen analyyttinen funktio voidaan esittää (ainakin lokaalisti) sup-
penevana potenssisarjana. Tästä seuraus on se, että analyyttiset funk-
tiot ovat mielivaltaisen monta kertaa derivoituvia (tai sileitä) eli kuuluvat
luokkaan C∞.
Osoittautuu, että analyyttisen funktion reaali- ja imaginaariosat ovat
harmonisia funktioita. Annetaan seuraava määritelmä jo yleisesti avaruu-
dessa Rn.
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Määritelmä 2.3. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin joukko ja u ∈ C2(Ω). Tällöin
funktio u on harmoninen joukossa Ω, mikäli pätee
∆u =
n
∑
j=1
∂2
∂x 2j
u = 0
kaikissa joukonΩ pisteissä. Operaattoria ∆ kutsutaan Laplace-operaattoriksi.
Yhtälöä ∆u = 0 kutsutaan Laplacen yhtälöksi, ja sen toteuttavat siis täsmäl-
leen harmoniset funktiot.
Olkoon f = u + iv analyyttinen funktio avoimessa joukossa Ω ⊂ C.
Edellisten havaintojen nojalla pätee u, v ∈ C2(Ω) joten derivointijärjes-
tystä voidaan vaihtaa. Soveltamalla lisäksi Cauchy-Riemannin yhtälöitä
saadaan
∂2u
∂x2
=
∂
∂x
(
∂u
∂x
) =
∂
∂x
(
∂v
∂y
) =
∂
∂y
(
∂v
∂x
) =
∂
∂y
(−∂u
∂y
) = −∂
2u
∂y2
eli ∆u = 0 ja samanlaisella laskulla myös ∆v = 0. Siis analyyttisen funk-
tion reaali- ja imaginaariosat ovat harmonisia.
Laplace-operaattori voidaan kirjoittaa myös Cauchy-Riemannin ope-
raattoreiden avulla: jos u ∈ C2, niin pätee
4 ∂ ∂u = (
∂
∂x
− i ∂
∂y
)(
∂
∂x
+ i
∂
∂y
)u = ∆u (2.4)
ja vastaavasti 4 ∂ ∂u = ∆u. Tästä voidaan päätellä, että jos u : Ω → C
on harmoninen funktio eli pätee ∆u = 0, niin ∂u on analyyttinen, koska
tällöin on ∂ ∂u = ∆u/4 = 0.
Siirrytään tarkasteluissa kohti avaruudessa Rn määriteltyjä analyytti-
siä funktioita. Tason tapauksessa analyyttiset funktiot voidaan määritellä
monella tapaa (kompleksinen derivoituvuus, Cauchy-Riemannin yhtälöt,
suppenevat potenssisarjat) ja jokaisessa tapauksessa päädytään samaan
funktioluokkaan. Avaruudessa Rn ei näin ole, ja onkin valittava tarkasti,
minkälainen määritelmä analyyttisyydelle otetaan. Osoittautuu, että kan-
nattaa määritellä analyyttiset funktiot kuten edellä määritelmässä 2.1.
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Määritelmä 2.5. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin ja yhtenäinen joukko ja olkoon
f : Ω → C`n funktio, joka kuuluu luokkaan C∞(Ω). Määritellään Diracin
operaattori D ja sen adjungaatti D asettamalla
D =
n
∑
j=1
ej
∂
∂xj
ja D =
n
∑
j=1
e¯j
∂
∂xj
.
Funktio f on Clifford-analyyttinen joukossa Ω, mikäli pätee D f = 0 kaikis-
sa joukon Ω pisteissä.
Diracin operaattoreiden määritelmä on asetettu niin, että yhtälö 2.4
yleistyy kompleksitason tapauksesta avaruuteen Rn. Siis myös Clifford-
analyyttiset funktiot liittyvät läheisesti harmonisiin funktioihin.
Lause 2.6. Diracin operaattoreille D ja D pätee DD = ∆.
Todistus. Käytetään osittaisderivaatalle lyhennysmerkintää ∂/∂xj = ∂j.
Diracin operaattorit määriteltiin sileille funktioille, joten derivointijärjes-
tystä voidaan vaihtaa. Lisäksi muistetaan, että pätee ejek = e¯k e¯j. Voidaan
siis laskea
DD = (
n
∑
j=1
ej∂j)(
n
∑
k=1
e¯k∂k)
= ∑
j=k
ej e¯k∂j∂k +∑
j<k
ej e¯k∂j∂k +∑
k<j
ej e¯k∂j∂k
=
n
∑
j=1
∂ 2j +∑
j<k
ej e¯k∂j∂k +∑
k<j
ej e¯k∂j∂k
= ∆+∑
j<k
ej e¯k∂j∂k −∑
k<j
ek e¯j∂k∂j
= ∆.
Tarkastellaan Cliffordin algebra -arvoista (tai lyhyesti Clifford-arvoista)
funktiota f . Merkitään Cliffordin algebran C`n kantaa {eα}, missä alkiot
eα ovat redusoituja tuloja avaruuden Rn kantavektoreista kuten määritel-
män 1.1 kohdassa (ii). Tällöin merkitään f = ∑α fαeα missä jokainen fα on
reaaliarvoinen. Lauseen 2.6 nojalla Clifford-analyyttisen funktion kompo-
nentit fα ovat harmonisia. Toisaalta jos u on reaaliarvoinen harmoninen
funktio joukossa Ω ⊂ Rn, niin Du on Clifford-analyyttinen.
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Jos f on sileä funktio, niin samoin on myös jokainen komponentti fα.
Operoitaessa Clifford-arvoista funktiota Diracin operaattorilla, saadaan
summa
D f =∑
α,j
∂ fα(x)
∂xj
ejeα. (2.7)
Jokaisessa tulossa ejeα on joko |α|+ 1 tai |α| − 1 tekijää riippuen siitä, kuu-
luuko j joukkoon α vaiko ei. Esitys 2.7 voidaan kirjoittaa myös muodossa
D f =∑
β
Fβeβ,
missä jokainen Fβ on muotoa
Fβ =
n
∑
j=1
±∂ fα
∂xj
, (2.8)
ja merkit ± valitaan riippuen tapauksesta. Jokaisella β on valittu α niin,
että pätee α ∪ {j} = β jos on j ∈ β, ja toisaalta jos on j /∈ β, niin pä-
tee α = β ∪ {j}. Siis pätee D f = 0 jos ja vain jos 2n kappaletta diffe-
rentiaaliyhtälöitä Fβ = 0 on voimassa. Tämän ehdon voi ajatella olevan
Cauchy-Riemannin yhtälöiden 2.2 yleistys.
Kompleksitason analyyttisten funktioiden tulo on aina analyyttinen.
Clifford-analyyttisten funktioiden tulo taas ei välttämättä ole aina Clifford-
analyyttinen. Näytetään tästä helppo esimerkki.
Tarkastellaan avaruutta R3 vastaavaa Cliffordin algebraa C`3. Määri-
tellään funktiot f (x) = x1e1 − x2e2 ja g(x) = x1e1 − x3e3 kaikilla pisteillä
x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Tällöin pätee
D f (x) = (e1∂1 + e2∂2 + e3∂3)(x1e1 − x2e2) = e21 − e22 = 0
ja vastaavasti Dg(x) = 0. Siis f ja g ovat Clifford-analyyttisia koko ava-
ruudessa ja niiden tulo on
f (x)g(x) = −x21 − x1x3e1e3 + x1x2e1e2 + x2x3e2e3.
Kuitenkin saadaan D( f (x)g(x)) = −2x1e1, joten pätee D( f (x)g(x)) = 0
ainoastaan tapauksessa x1 = 0. Siis Clifford-analyyttisten funktioiden f
ja g tulo ei ole Clifford-analyyttinen koko avaruudessa.
Seuraavaksi tutustutaan Laplace-operaattorin perusratkaisuun. Ylei-
sesti minkä tahansa vakiokertoimisen lineaarisen differentiaalioperaatto-
rin P(∂) = ∑k ak∂k perusratkaisu u voidaan johtaa ratkaisemalla yhtälö
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P(∂)u = δ0, missä δ0 on Diracin delta-distribuutio pisteessä nolla. Tällöin
u on myös mahdollisesti distribuutio. Laplace-operaattorin ∆ tapauksessa
otetaan perusratkaisu Γ tunnettuna ja todetaan laskemalla, että se todella
toteuttaa Laplace-yhtälön.
Lause 2.9. Olkoon Γn : Rn \ {0} → R funktio, jolle pätee
Γ2(x) =
1
2pi
log |x|
ja
Γn(x) =
1
ωn(2− n) |x|
−(n−2), n > 2,
missä ωn on n-ulotteisen yksikköpallon pinta-ala. Tällöin Γn toteuttaa Laplace-
yhtälön eli pätee ∆Γn = 0 kun n ≥ 2.
Todistus. Lasketaan ensin tapaus n = 2. Olkoon x = x1e1 + x2e2 ∈ R2
jolloin saadaan
Γ2(x) =
1
2pi
log |x| = 1
2pi
log (x21 + x
2
2)
1/2 =
1
4pi
log (x21 + x
2
2).
Siispä pätee
∂Γ2
∂x1
=
1
4pi
∂
∂x1
log (x21 + x
2
2) =
1
2pi
x1
x21 + x
2
2
(2.10)
ja edelleen
∂2Γ2
∂x21
=
1
2pi
∂
∂x1
x1
x21 + x
2
2
=
1
2pi
x22 − x21
(x21 + x
2
2)
2
.
Derivointi on identtinen myös toisen muuttujan suhteen eli saadaan
∂2Γ2
∂x22
=
1
2pi
x21 − x22
(x21 + x
2
2)
2
=
1
2pi
−(x22 − x21)
(x21 + x
2
2)
2
= −∂
2Γ2
∂x21
,
mistä seuraa ∆Γ2 = 0.
Kun n > 2, merkitään x = ∑nj=1 xjej jolloin normi saadaan tutulla
kaavalla |x| = (∑nj=1 xjej)1/2. Pätee ∂j|x| = xj/|x| ja ∂j|x|n = nxj|x|n−2.
Lasketaan
∂Γ(x)
∂xj
=
∂Γ(x)
∂|x|
∂|x|
∂xj
=
1
ωn(2− n) (
∂
∂|x| |x|
−(n−2))
xj
|x| =
1
ωn
xj
|x|n (2.11)
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ja edelleen
∂2Γ(x)
∂x2j
=
1
ωn
|x|n − nx2j |x|n−2
|x|2n =
1
ωn
(
1
|x|2 −
nx2j
|x|n+2 ).
Saadaan
∆Γ(x) =
n
∑
j=1
∂2Γ(x)
∂x2j
=
n
∑
j=1
1
ωn
(
1
|x|2 −
nx2j
|x|n+2 ) =
1
ωn
(
n
|x|n −
n∑j x2j
|x|n+2 )
=
1
ωn
(
n
|x|n −
n|x|2
|x|n+2 ) = 0,
mikä todistaa väitteen.
Lauseen 2.9 todistuksessa olevien yhtälöiden 2.10 ja 2.11 perusteella
on voimassa
DΓn(x) =
n
∑
j=1
e¯j
∂
∂xj
Γn(x) =
n
∑
j=1
e¯j
1
ωn
xj
|x|n =
1
ωn
x
|x|n
kaikilla n ≥ 2 koska ω2 = 2pi. Tämä on tärkeä funktio jatkon kannalta,
merkitään
φ(x) =
1
ωn
x
|x|n . (2.12)
Kuten jo ensimmäisessä kappaleessa todettiin, Cliffordin algebra ei
ole vaihdannainen. Tähän liittyen voidaan määritellä oikeanpuoleinen Di-
racin operaattori kaavalla
DR =
n
∑
j=1
∂
∂xj
ej.
Yhtälön DR f = 0 ratkaisevat funktiot ovat oikealta Clifford-analyyttisia.
Jos f = ∑α fαeα on Clifford-arvoinen funktio, niin operoitaessa sitä oi-
keanpuoleisella Diracin operaattorilla saadaan summa
DR f =∑
α,j
∂ fα(x)
∂xj
eαej.
Tämä eroaa kohdan 2.7 vastaavasta summasta vain tulon eαej järjestyksen
osalta. Määritelmän 2.5 operaattoreita on syytä merkitä DL ja kutsua yh-
tälön DL f = 0 ratkaisuja vastaavasti vasemmalta Clifford-analyyttisiksi
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funktioiksi. Soveltamalla konjugaatiosääntöä uv = v¯u¯ vasemmanpuolei-
seen Diracin operaattoriin saadaan
(DL f )− =∑
j,α
∂ fα
∂xj
ejeα =∑
α,j
∂ fα
∂xj
e¯α e¯j = −∑
α,j
∂ fα
∂xj
e¯αej = −DR f¯ ,
missä funktion konjugaatti on määritelty pisteittäin eli pätee f¯ (x) = f (x).
Siis funktio f on vasemmalta Clifford-analyyttinen täsmälleen silloin kun
konjugoitu funktio f¯ on oikealta Clifford-analyyttinen. Esimerkiksi koh-
dassa 2.12 esitelty funktio φ on sekä vasemmalta että oikealta Clifford-
analyyttinen, koska pätee φ = −φ. Jatkossa käytetään pääsääntöisesti va-
semmalta Clifford-analyyttisyyttä ja jätetään etuliite vasemmalta pois ellei
ole syytä toimia toisin.
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3 Cauchyn integraalikaava
Tavoitteena on yleistää Cauchyn integraalikaava avaruuteen Rn. Palaute-
taan aluksi mieleen tason tapauksessa tutuimpia tuloksia.
Lause 3.1. Olkoon Ω ⊂ C avoin ja yhtenäinen joukko ja f : Ω → C analyytti-
nen funktio. Olkoon lisäksi γ : [a, b]→ C positiivisesti suunnistettu ja paloittain
jatkuvasti derivoituva polku, jolle pätee γ(a) = γ(b) ja |γ| ⊂ Ω. Tällöin pätee
ensinnäkin (Cauchyn integraalilause)∫
γ
f (z)dz = 0,
ja lisäksi, jos z on polun sisällä, niin (Cauchyn integraalikaava)
f (z) =
1
2pii
∫
γ
f (ξ)
ξ − zdξ. (3.2)
Cauchyn integraalilauseen ja -kaavan todistukset sivuutetaan, ja ne
löytyvät varmasti mistä tahansa funktioteorian perusteita käsittelevästä
oppikirjasta kuten esimerkiksi [GK06] tai [Rud66]. Cauchyn integraali-
kaavan helppo seuraus on Gaussin keskiarvolause.
Lause 3.3. Olkoon z0 ∈ C, r > 0 ja oletetaan, että funktio f on analyyttinen
suljetun kiekon D(z0, r) ympäristössä. Tällöin pätee
f (z0) =
1
2pi
∫ pi
−pi
f (z0 + reiθ)dθ.
Todistus. Merkitään γ(θ) = z0 + reiθ, θ ∈ [−pi,pi]. Tällöin Cauchyn inte-
graalikaavan nojalla pätee
f (z0) =
1
2pii
∫
γ
f (z)
z− z0 dz =
1
2pii
∫ pi
−pi
f (z0 + reiθ)ireiθ
z0 + reiθ − z0 dθ
=
1
2pi
∫ pi
−pi
f (z0 + reiθ)dθ.
Siirrytään tarkastelemaan avaruuden Rn tapausta. Olkoon Ω ⊂ Rn
avoin ja yhtenäinen osajoukko, ja oletetaan, että joukon reuna ∂Ω on tar-
peeksi siisti, esimerkiksi vähintään jatkuvasti derivoituva. Tällöin jokai-
sessa reunan pisteessä x ∈ ∂Ω on määritelty yksikköulkonormaali, joka on
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kohtisuorassa reunan tangenttia vastaan ja jonka suunta on pois joukosta
Ω. Merkitään yksikköulkonormaalia ν(x) = ∑j νj(x)ej.
Muotoillaan seuraavaksi divergenssiteoreema, jossa tarvitaan yksikkö-
ulkonormaalia. Merkintä dσ(x) tarkoittaa pintaintegraalia, jossa integroin-
timuuttujana on x.
Lause 3.4. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin ja yhtenäinen osajoukko, jonka reuna on sileä
eli ∂Ω ∈ C∞. Funktiolle f : Ω → C`n, joka kuuluu luokkaan C1(Ω) ∩ C(Ω),
on voimassa ∫
Ω
∇ · f dx =
∫
∂Ω
ν · f dσ(x).
Reaaliarvoisella funktiolla g : Ω→ R kaava saa muodon∫
Ω
∂g(x)
∂xj
dx =
∫
∂Ω
νj(x)g(x)dσ(x). (3.5)
Olkoot φ, f : Ω → C`n funktioita, jotka kuuluvat luokkaan C∞(Ω). Mer-
kitään f = ∑α fαeα ja φ = ∑β φβeβ. Tällöin niiden komponenttifunktiot fα
ja φβ ovat reaaliarvoisia ja myös sileitä. Tulon derivointisäännön
∂
∂xj
(φβ(x) fα(x)) = φβ(x)(
∂
∂xj
fα(x)) + (
∂
∂xj
φβ(x)) fα(x)
ja edellisen kaavan 3.5 mukaan pätee
∫
Ω
(φβ(x)
∂ fα(x)
∂xj
+
∂φβ(x)
∂xj
fα(x))dx =
∫
Ω
∂
∂xj
(φβ(x) fα(x))dx
=
∫
∂Ω
φβ(x)νj(x) fα(x)dσ(x).
Kun nyt summataan funktioiden f ja φ kaikki komponentit yhteen saa-
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daan Cauchyn integraalikaavaa varten hyödyllinen tulos. Lasketaan∫
∂Ω
φ(x)ν(x) f (x)dσ(x)
=
∫
∂Ω
(∑
β
φβ(x)eβ)(
n
∑
j=1
νj(x)ej)(∑
α
fα(x)eα)dσ(x)
= ∑
β, j, α
(∫
∂Ω
φβ(x)νj(x) fα(x)dσ(x)
)
eβejeα
= ∑
β, j, α
(∫
Ω
(
φβ(x)
∂ fα(x)
∂xj
+
∂φβ(x)
∂xj
fα(x)
)
dx
)
eβejeα
= ∑
β, j, α
∫
Ω
(
φβ(x)eβ
∂ fα(x)
∂xj
ejeα +
∂φβ(x)
∂xj
eβej fα(x)eα
)
dx
=
∫
Ω
(
φ(x)(
n
∑
j=1
ej
∂ f
∂xj
) + (
n
∑
j=1
∂φ(x)
∂xj
ej) f (x)
)
dx
=
∫
Ω
(φ(x)DL f (x) + (DRφ(x)) f (x))dx,
eli pätee ∫
Ω
(
φ(x)(
n
∑
j=1
ej
∂ f
∂xj
) + (
n
∑
j=1
∂φ(x)
∂xj
ej) f (x)
)
dx
=
∫
∂Ω
φ(x)ν(x) f (x)dσ(x).
(3.6)
Tässä huomionarvoista on funktioiden oikea järjestys integraalin alla,
koska, kuten aiemminkin mainittiin, Cliffordin algebra ei ole vaihdan-
nainen.
Lauseessa 2.9 on mainittu, että n-ulotteisen yksikköpallon pinta-alaa
merkitään ωn. Ennen seuraavaa lausetta on syytä mainita, että jos pallon
säde onkin mielivaltainen r > 0, niin pinta-ala on tällöin ωnrn−1. Lisäksi
myöhemmin on tarpeen tietää r-säteisen pallon tilavuus ωnrn/n.
Lause 3.7. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin ja yhtenäinen joukko, jonka reuna ∂Ω on
sileä eli kuuluu luokkaan C∞(Rn). Tällöin kaikilla funktioilla f : Ω → C`n,
f ∈ C∞(Ω) pätee:
(i) jos z ∈ Rn \Ω, niin∫
∂Ω
x¯− z¯
|x− z|n ν(x) f (x)dσ(x) =
∫
Ω
x¯− z¯
|x− z|n D f (x)dx,
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(ii) jos z ∈ Ω, niin
f (z) =
1
ωn
∫
∂Ω
x¯− z¯
|x− z|n ν(x) f (x)dσ(x)−
1
ωn
∫
Ω
x¯− z¯
|x− z|n D f (x)dx.
Todistus. (i) Olkoon z ∈ Rn \ Ω, jolloin kaikilla x ∈ Ω on |x − z| > 0.
Kohdassa 2.12 esitelty funktio
x 7→ φ(x− z) = DΓn(x− z) = 1
ωn
x¯− z¯
|x− z|n
on siis (sekä vasemmalta että oikealta) Clifford-analyyttinen joukossa Ω
eli pätee erityisesti DRφ = 0. Nyt väite seuraa suoraan yhtälöstä 3.6 las-
kemalla ∫
∂Ω
φ(x− z)ν(x) f (x)dσ(x)
=
∫
Ω
(φ(x− z)DL f (x) + (DRφ(x− z)) f (x))dx
=
∫
Ω
φ(x− z)DL f (x)dx.
(ii) Olkoon sitten z ∈ Ω ja olkoon ε > 0 sellainen, että B = B(z, ε) ⊂ Ω.
Merkitään joukko Ωε = Ω \ B(z, ε). Tällöin funktio φ(x− z) on Clifford-
analyyttinen joukossa Ωε. Käytetään yhtälöä 3.6 joukkoon Ωε ja valittui-
hin funktioihin f ja φ, jolloin saadaan∫
Ωε
φ(x− z)DL f (x)dx =
∫
∂Ωε
φ(x− z)ν(x) f (x)dσ(x)
=
∫
∂Ω
φ(x− z)ν(x) f (x)dσ(x)
−
∫
∂B(z,ε)
φ(x− z)ν(x) f (x)dσ(x).
Nyt jos x ∈ ∂B(z, ε), niin ν(x) = (x− z)/|x− z|, joten pätee
ωnφ(x− z)ν(x) = ( x¯− z¯|x− z|n )(
x− z
|x− z| ) =
|x− z|2
|x− z|n+1 =
1
|x− z|n−1 ,
ja siten∫
∂B(z,ε)
φ(x− z)ν(x) f (x)dσ(x) = 1
ωn
∫
∂B(z,ε)
x¯− z¯
|x− z|n ν(x) f (x)dσ(x)
=
1
ωn
∫
∂B(z,ε)
1
|x− z|n−1 f (x)dσ(x)
=
1
ωnεn−1
∫
∂B(z,ε)
f (x)dσ(x). (∗)
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Nyt väite on, että (∗) menee kohti arvoa f (z) kun ε→ 0. Todetaan ensin,
että pätee
1
ωnεn−1
∫
∂B(z,ε)
dσ(x) = 1,
joten saadaan
1
ωnεn−1
∫
∂B(z,ε)
f (x)dσ(x)− f (z) = 1
ωnεn−1
∫
∂B(z,ε)
( f (x)− f (z))dσ(x).
Merkitään f = ∑α fαeα jolloin jokainen komponenttifunktio fα ∈ C∞(Ω)
on reaaliarvoinen. Käyttämällä väliarvolausetta alueessa B(z, ε) jokaiselle
komponenttifunktiolle saadaan arvio
| fα(x)− fα(z)| ≤ Cαε.
Voidaan valita C = maxα Cα < ∞ koska vakioita Cα on enintään 2n kap-
paletta. Siis pätee
| 1
ωnεn−1
∫
∂B(z,ε)
f (x)dσ(x)− f (z)|
= | 1
ωnεn−1
∫
∂B(z,ε)
( f (x)− f (z))dσ(x)|
= | 1
ωnεn−1
∫
∂B(z,ε)
∑
α
( fα(x)− fα(z))eαdσ(x)|
≤ 1
ωnεn−1∑α
∫
∂B(z,ε)
| fα(x)− fα(z)|dσ(x)
≤ 1
ωnεn−1∑α
Cαε
∫
∂B(z,ε)
dσ(x)
≤ 2nCε −→ 0,
kun ε→ 0, mikä todistaa väitteen.
Seuraus 3.8 (Cauchyn integraalikaava). Olkoon Ω ⊂ Rn kuten edellä ja
olkoon funktio f : Ω → C`n Clifford-analyyttinen joukossa Ω. Tällöin kaikilla
z ∈ Ω pätee
f (z) =
1
ωn
∫
∂Ω
x¯− z¯
|x− z|n ν(x) f (x)dσ(x).
Todistus. Väite seuraa suoraan lauseesta 3.7, koska Clifford-analyyttiselle
funktiolle pätee määritelmän mukaan D f = 0.
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Seuraavat tulokset saavat saman muodon kuin yhden kompleksimuut-
tujan funktioteoriassa, ja on siksi mielenkiintoista käydä ne tässä läpi. En-
simmäinen tulos on helppo seuraus Cauchyn integraalikaavasta.
Lause 3.9. Olkoon Ω ⊂ Rn sellainen avoin ja yhtenäinen osajoukko, että reuna
∂Ω on kompakti ja kuuluu luokkaan C∞. Tällöin kaikilla Clifford-analyyttisilla
funktioilla f : Ω→ C`n pätee∫
∂Ω
ν(x) f (x)dσ(x) = 0.
Todistus. Funktio f on Clifford-analyyttinen joten D f = 0. Samoin, jos
valitaan tuloksen 3.6 hyödyntämistä ajatellen funktio φ = 1, niin pätee
Dφ =
n
∑
j=1
ej
∂1
∂xj
= 0.
Tällöin saadaan∫
∂Ω
ν(x) f (x)dσ(x) =
∫
∂Ω
φ(x)ν(x) f (x)dσ(x) =
∫
Ω
(φD f + f Dφ)dx = 0.
Lause 3.10 (Keskiarvolause). Olkoon Ω ⊂ Rn avoin joukko, z0 joukon Ω piste
ja r > 0 sellainen, että B(z0, r) ⊂ Ω. Oletetaan lisäksi, että funktio f : Ω→ C`n
on Clifford-analyyttinen joukossa Ω. Tällöin pätee
f (z0) =
1
|B(z0, r)|
∫
B(z0,r)
f (x)dx,
missä |B(z0, r)| = ωnr
n
n
on n-ulotteisen r-säteisen pallon tilavuus.
Todistus. Lasketaan
f (z0)
(1)
=
1
ωn
∫
∂B(z0,r)
x¯− z¯0
|x− z0|n f (x)ν(x)dσ(x)
(2)
=
1
rnωn
∫
∂B(z0,r)
(x¯− z¯0) f (x)ν(x)dσ(x)
(3)
=
1
rnωn
∫
B(z0,r)
((x¯− z¯0)D f (x) + (D(x¯− z¯0)) f (x))dx
(4)
=
n
rnωn
∫
B(z0,r)
f (x)dx.
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Yhtälössä (1) käytetään Cauchyn integraalikaavaa, yhtälössä (2) pallon
pinnalla oleva piste x on etäisyydellä r pisteestä z0, yhtälössä (3) käytetään
tulosta 3.6, yhtälössä (4) on D f = 0 koska f on Clifford-analyyttinen ja
lisäksi
D(x¯− z¯0) = Dx¯ =
n
∑
j=1
ej
∂
∂xj
n
∑
k=1
xk e¯k =
n
∑
j, k=1
∂xk
∂xj
ej e¯k = n.
Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että Clifford-analyyttisten funktioi-
den muodostama avaruus on täydellinen, kun se varustetaan kompakteis-
sa joukoissa tasaisen suppenemisen topologialla. Tämä ominaisuus takaa
myöhemmin sen, että myös Hardyn Hp-avaruudet ovat täydellisiä, koska
ne koostuvat tietyt ehdot täyttävistä Clifford-analyyttisistä funktioista.
Lause 3.11. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin joukko. Funktiot f : Ω → C`n, jotka ovat
Clifford-analyyttisia, muodostavat avaruuden A(Ω). Varustetaan A(Ω) topolo-
gialla, jonka määrittelee tasainen suppeneminen kompakteissa joukoissa. Tällöin
A(Ω) on täydellinen.
Todistus. Valitaan sellainen perhe {Kk} kompakteja osajoukkoja Kk ⊂ Ω,
että
(i) jokainen Kk on yhtenäinen ja sileäreunainen, ja lisäksi
(ii)
⋃
k
Kk = Ω.
Heine-Borelin lauseen nojalla jokainen joukko Kk ⊂ Rn on myös suljettu
ja rajoitettu.
Olkoon ( fm)∞m=1 avaruuden A(Ω) funktioiden muodostama jono, joka
suppenee jokaisessa joukossa Kk. Siis kaikilla x ∈ Kk pätee
lim
m→∞ fm(x) = f (x),
kaikilla joukoilla Kk. Toisaalta edellisen ehdon (i) nojalla Cauchyn inte-
graalikaava on käytössä, joten pätee
fm(z) =
1
ωn
∫
∂Kk
x¯− z¯
|x− z|n ν(x) fm(x)dσ(x)
kaikilla joukon Kk sisäpisteillä z, kaikilla m ja kaikilla k. Integraali laske-
taan reunan yli, jolloin siis x ∈ ∂Kk ja erityisesti pätee |x− z| > 0, koska
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joukko Kk on suljettu. Käytetään Cauchyn integraalikaavan ytimelle koh-
dan 2.12 merkintää φ(x) = x¯/(ωn|x|n). Tällöin jos x ∈ ∂Kk, niin funktio
φ(x− z) on sileä kaikilla joukon Kk sisäpisteillä z. Siten kaikki derivaatat
(muuttujan z suhteen) ∂βφ(x− z) ovat rajoitettuja. Voidaan siis derivoida
integraalin alla ja käyttää dominoidun konvergenssin lausetta koordinaa-
teittain (funktioiden fm arvojoukko on C`n), jolloin saadaan
lim
m→∞ ∂
β fm(z) = limm→∞ ∂
β
∫
∂Kk
φ(x− z)ν(x) fm(x)dσ(x)
= lim
m→∞
∫
∂Kk
(∂β φ(x− z))ν(x) fm(x)dσ(x)
=
∫
∂Kk
(∂β φ(x− z))ν(x) f (x)dσ(x) = ∂β f (z).
Siis jono (∂β fm)∞m=1 suppenee kaikilla multi-indekseillä β, |β| ≥ 0, kai-
kissa joukon Ω kompakteissa osajoukoissa Kk. Tästä voidaan päätellä, et-
tä jono ( fm)∞m=1 suppenee myös avaruudessa C∞(Ω). Avaruus C∞(Ω) on
täydellinen (todistettu esim. Rudinin kirjassa [Rud91] sivulla 35) eli löy-
tyy sellainen funktio F ∈ C∞(Ω), että pätee
lim
m→∞ ∂
β fm(x) = ∂βF(x) (3.12)
kaikilla x ∈ Ω ja multi-indekseillä β. Tällöin funktio F on analyyttinen,
mikä nähdään esimerkiksi valitsemalla kaavassa 3.12 derivaataksi Diracin
operaattori: koska jokainen fm on analyyttinen eli pätee D fm(x) = 0 kai-
killa m ja x ∈ Ω, niin pätee myös DF(x) = 0. Lisäksi on oltava F = f ,
ja siten f ∈ C∞(Ω) ja D f (x) = 0 kaikilla x ∈ Ω. Siis f on Clifford-
analyyttinen joukossa Ω, mikä päättää todistuksen.
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4 Harmoniset ja subharmoniset funktiot
Kappaleessa 2 määriteltiin (määritelmä 2.3), että funktio u on harmoni-
nen, mikäli se toteuttaa Laplacen yhtälön ∆u = 0. Harmonisille funktioil-
le pätee keskiarvolause samalla tavalla, kuin todettiin pätevän analyytti-
sille funktioille (lauseet 3.3 ja 3.10). Olkoon Ω ⊂ Rn avoin ja yhtenäinen
osajoukko ja u : Ω → R harmoninen funktio. Jos z0 on joukon Ω piste ja
r > 0 on sellainen, että pätee B(z0, r) ⊂ Ω, niin keskiarvolause pätee sekä
tilavuus- että pintaintegraalin muodossa, eli
u(z0) =
1
ωnrn−1
∫
∂B(z0,r)
u(x)dσ(x)
ja toisaalta
u(z0) =
n
ωnrn
∫
B(z0,r)
u(x)dx.
Myös käänteinen pätee, eli mikäli edellä olevat kaavat pätevät jollekin
kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvalle funktiolle, on tämä funktio tällöin
harmoninen. Nämä tulokset todistetaan esimerkiksi lähteessä [Eva98].
Eräs tärkeä harmonisten funktioiden ominaisuus on maksimiperiaate.
Hyvä todistus tälle löytyy lähteestä [ABR01].
Lause 4.1 (Maksimiperiaate). Olkoon Ω yhtenäinen joukko ja u siinä määri-
telty reaaliarvoinen harmoninen funktio. Jos funktiolla u on maksimi tai minimi
joukossa Ω, niin u on vakiofunktio.
Subharmoniset funktiot määritellään yleensä keskiarvolauseen kaltai-
sella epäyhtälöllä.
Määritelmä 4.2. Joukossa Ω ⊂ Rn määritelty ja jatkuva reaaliarvoinen
funktio s on subharmoninen, mikäli pätee
s(z0) ≤ 1
ωnrn−1
∫
∂B(z0,r)
s(x)dσ(x)
aina kun kuula B(z0, r) sisältyy joukkoon Ω.
Subharmonisuus tarkoittaa siis, että funktion arvo jossain pisteessä
on enintään tämän pisteen kuulaympäristön pinnan integraalikeskiarvo.
Selvästi jokainen harmoninen funktio on myös subharmoninen.
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Lause 4.3. Olkoon Ω ⊂ Rn avoin ja yhtenäinen osajoukko ja s siinä määritelty
reaaliarvoinen funktio. Merkitään Ω′ = {x ∈ Ω : s(x) > 0} ja oletetaan, että
s ∈ C2(Ω′). Mikäli pätee ∆s ≥ 0 joukossa Ω′, on funktio s tällöin subharmoni-
nen joukossa Ω .
Lauseen 4.3 todistus löytyy esimerkiksi lähteestä [SW71], ja itseasiassa
lähteessä [GM91] se otetaan subharmonisuuden määritelmäksi. Lausees-
sa funktion reaaliarvoisuus ei ole rajoitus jatkoa ajatellen, vaikka lopulli-
nen tavoite onkin tutkia Clifford-arvoisia funktioita. Hp-avaruuksien ta-
pauksessa ollaan kiinnostuneita funktion normin (määritelty kohdassa
1.6) p:nnen potenssin integroimisesta. Osoittautuu, että jos f on analyyt-
tinen funktio, niin funktio | f |p on tietyissä tapauksissa subharmoninen.
Se, millä p:n arvoilla | f |p on subharmoninen, riippuu määrittelyjoukon
dimensiosta.
Seuraava lause kertoo, että jos dimensio on 2, niin kaikki positiiviset
p:n arvot kelpaavat.
Lause 4.4. Olkoon Ω kompleksitason C avoin ja yhtenäinen osajoukko. Jos f on
analyyttinen funktio joukossa Ω, niin | f |p on subharmoninen kaikilla p > 0.
Todistus. Muistutetaan mieleen Cauchy-Riemannin operaattorit
∂ =
∂
∂z
=
1
2
(
∂
∂x
− i ∂
∂y
) ja ∂ =
∂
∂z
=
1
2
(
∂
∂x
+ i
∂
∂y
)
ja se, että pätee ∂∂ = ∂∂ = ∆. Nyt f on analyyttinen eli pätee ∂ f = 0,
mistä seuraa myös ∂ f = 0. Merkitään φ = ∂ f , jolloin selvästi pätee myös
∂φ = ∂∂ f = ∂∂ f = 0 ja ∂ f = φ. Oletetaan | f | 6= 0, jolloin pätee
∂( f
1
2 p f
1
2 p) = (∂ f
1
2 p) f
1
2 p + f
1
2 p(∂ f
1
2 p)
= (
∂ f
1
2 p
∂ f
)(
∂ f
∂z
) f
1
2 p + f
1
2 p(
∂ f
1
2 p
∂ f
)(
∂ f
∂z
)
=
1
2
p f
1
2 p−1(∂ f )( f
1
2 p) + f
1
2 p(
1
2
p f
1
2 p−1)(∂ f )
=
1
2
p f
1
2 (p−2)φ f
1
2 p.
Tällöin saadaan
∆| f |p = ∂∂( f 12 p f 12 p) = 1
2
p∂( f
1
2 (p−2)φ f
1
2 p)
=
1
2
p
(
(∂ f
1
2 (p−2))φ f
1
2 p + f
1
2 (p−2)(∂φ) f
1
2 p + f
1
2 (p−2)φ(∂ f
1
2 p)
)
=
1
2
p(D1 + D2 + D3).
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Nyt
∂ f
1
2 (p−2) = ∂ f
1
2 (p−2)
∂z
= (
∂ f
1
2 (p−2)
∂ f
)(
∂ f
∂z
) = 0,
koska ∂ f = 0, ja siten on D1 = 0. Lisäksi aiemmin todettiin, että ∂φ = 0,
joten pätee myös D2 = 0. Lasketaan vielä
∂ f
1
2 p = (
∂ f
1
2 p
∂ f
)(
∂ f
∂z
) =
1
2
p f
1
2 (p−2)φ,
jolloin saadaan
∆| f |p = 1
2
pD3 =
1
2
p f
1
2 (p−2)φ(∂ f
1
2 p)
=
1
2
p f
1
2 (p−2)φ(1
2
p f
1
2 (p−2)φ)
=
1
4
p2| f |p−2|φ|2 ≥ 0.
Siis | f |p on subharmoninen.
Ennen kuin esitetään, miten Clifford-analyyttisten funktioiden f ta-
pauksessa funktioiden | f |p subharmonisuus riippuu dimensiosta, muo-
toillaan subharmonisuudelle kätevä karakterisaatio, ns. Kato-tyypin epäyh-
tälö.
Lause 4.5. Olkoon p < 1 ja f : Ω→ C`n Clifford-analyyttinen funktio joukossa
Ω. Tällöin kuvaus x 7→ | f (x)|p on subharmoninen joukossa Ω mikäli arvio∣∣∣∣∣ n∑j=1 νj ∂ f∂xj (x)
∣∣∣∣∣
2
≤ 1
2− p
 n∑
j=1
∣∣∣∣∣ ∂ f∂xj (x)
∣∣∣∣∣
2
 (4.6)
on voimassa kaikilla pisteillä x ∈ Ω
Tämän lauseen todistus, jossa käytetään lausetta 4.3, sivuutetaan täs-
sä. Se löytyy laskettuna Gilbertin ja Murrayn kirjasta [GM91]. Lauseen
arviota käytetään seuraavan lauseen todistamisessa.
Lause 4.7. Olkoon n ≥ 2 ja Ω ⊂ Rn avoin osajoukko. Tällöin
(i) jos p ≥ (n− 2)/(n− 1) ja f : Ω→ C`n on Clifford-analyyttinen funktio,
niin kuvaus x 7→ | f (x)|p on subharmoninen joukossa Ω, ja
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(ii) jos on (n − 2)/(n − 1) > p > 0, niin löydetään sellainen Clifford-
analyyttinen funktio f : Ω → C`n, että kuvaus x 7→ | f (x)|p ei ole sub-
harmoninen kaikkialla määrittelyjoukossaan.
Todistus. Osoitetaan ensin kohta (i). Kuvaus p 7→ 1/(2− p) on kasvava,
ja lisäksi pätee
1
2− n−2n−1
=
n− 1
n
.
Siispä käytettäessä subharmonisuudelle ehtoa 4.6 riittää todistaa arvio∣∣∣∣∣ n∑j=1 νj ∂ f (x)∂xj
∣∣∣∣∣
2
≤
(
n− 1
n
) n
∑
j=1
∣∣∣∣∣∂ f (x)∂xj
∣∣∣∣∣
2
, (4.8)
kun x ∈ B(0, r) ja ν on mikä tahansa piste yksikköpallon pinnalla. Riittää
olettaa, että f on Clifford-analyyttinen origokeskisessä r-säteisessä kuu-
lassa B(0, r), koska tällöin yllä oleva arvio pätee koko avoimessa jou-
kossa Ω. Kiinnitetään pallon pinnalta piste ν ja määritellään sen avulla
uusi kanta {ε1, . . . , εn} valitsemalla ε1 = ν1e1 + · · ·+ νnen. Tällöin Dirac-
operaattorit saavat muodon
δ1 =
n
∑
k=1
νk
∂
∂xk
, δj =
n
∑
k=1
ajk
∂
∂xk
(j > 1),
missä ν ja jokainen aj ovat keskenään ortogonaalisia yksikköpallon pin-
nalla B(0, 1). Näiden avulla arvio 4.8 saa muodon
|δ1 f (x)| ≤
(
n− 1
n
) n
∑
j=1
|δj f (x)|2, x ∈ B(0, r).
Kannoista riippumatta yleistetyt Cauchy-Riemannin yhtälöt 2.8 ovat edel-
leen sellaisinaan voimassa. Jos nyt kirjoitetaan Clifford-arvoinen ja ana-
lyyttinen funktio f muodossa f = ∑α fαeα, niin pätee
n
∑
j=1
± ∂ fα(x)
∂xj
= 0. (4.9)
Voidaan kiinnittää esimerkiksi ν = (1, 0, . . . , 0), ja itse asiassa riittää to-
distaa väite tällä valinnalla. Epäyhtälö 4.8 saa tällöin muodon∣∣∣∣∂ f (x)∂x1
∣∣∣∣2 ≤ (n− 1n
) n
∑
j=1
∣∣∣∣∣∂ f (x)∂xj
∣∣∣∣∣
2
. (4.10)
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Tarkastellaan yleisesti summaa c1 + · · · + cn = 0, missä jokainen cj
on joko reaali- tai kompleksiluku. Tällöin on c1 = −(c2 + · · ·+ cn), joten
Cauchy-Schwarzin epäyhtälö (cs) antaa
|c1|2 = |
n
∑
j=2
cj|2 = |
n
∑
j=2
(1 · cj)|2
(cs)
≤ (n− 1)
n
∑
j=2
|cj|2.
Summataan molemmille puolille termi (n− 1)|c1|2, jolloin saadaan
n|c1|2 ≤ (n− 1)
n
∑
j=1
|cj|2 eli |c1|2 ≤
(
n− 1
n
) n
∑
j=1
|cj|2.
Käytetään saatua arviota yhtälöön 4.9 valitsemalla aina cj = ∂j fα, jolloin
saadaan ∣∣∣∣ ∂ fα∂x1
∣∣∣∣2 ≤ (n− 1n
) n
∑
j=1
∣∣∣∣∣∂ fα∂xj
∣∣∣∣∣
2
.
Lopulta summaamalla yli kaikkien indeksien α tästä seuraa arvio 4.10 ja
edelleen kohdan (i) väite.
Kohtaa (ii) varten merkitään f (x) = x/|x|n kaikilla x 6= 0. Tällöin siis
pätee | f (x)| = |x|−(n−1). Lasketaan
∂j| f (x)|p = ∂j|x|−(n−1)p = −(n− 1)p|x|−(n−1)p−1∂j|x|
= −(n− 1)pxj|x|(1−n)p−2
∂2j | f (x)|p = −(n− 1)p ∂j(xj|x|−(n−1)p−2)
= −(n− 1)p
(
|x|−(n−1)p−2 + xj(−(n− 1)p− 2)|x|−(n−1)p−3
xj
|x|
)
= −(n− 1)p
(
|x|−(n−1)p−2 + x2j (−(n− 1)p− 2)|x|−(n−1)p−4
)
.
Tällöin saadaan
∆| f (x)|p =
n
∑
j=1
∂2j | f (x)|p
=
n
∑
j=1
−(n− 1)p
(
|x|−(n−1)p−2 + x2j (−(n− 1)p− 2)|x|−(n−1)p−4
)
= −(n− 1)p
(
n|x|−(n−1)p−2 + |x|2(−(n− 1)p− 2)|x|−(n−1)p−4
)
= (n− 1)p ((n− 1)p− n + 2) 1|x|(n−1)p+2 .
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Oletus on n ≥ 2 ja p > 0, joten (n − 1)p > 0 ja |x|−(n−1)p−2 > 0 on
voimassa kaikilla x, n ja p. Voidaan siis päätellä, että ∆| f |p on negatiivinen
mikäli pätee ((n− 1)p− n + 2) < 0 eli p < (n− 2)/(n− 1).
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5 Poisson-ydin ja -integraali
Tästä eteenpäin ollaan kiinnostuneita funktioista, jotka määritellään ylem-
mässä puoliavaruudessa
Rn+ = {z = (x, t) : x ∈ Rn−1, t > 0}.
Samaistetaan avaruudet Rn−1 ja Rn−1 × {0} ⊂ Rn, jolloin voidaan ajatel-
la, että avaruusRn−1 on ylemmän puoliavaruuden reuna eli ∂Rn+ = Rn−1.
Määritelmä 5.1. Poisson-ydin määritellään kaavalla
Pt(x) =
2
ωn
t
(t2 + |x|2)n/2
ja se on harmoninen ylemmässä puoliavaruudessa Rn+.
Joskus edellä määritellystä käytetään myös nimitystä ylemmän puolia-
varuuden Poisson-ydin, jos halutaan tehdä ero jossain muussa avaruudes-
sa määriteltyyn Poisson-ytimeen. Harmonisuus voidaan näyttää Lauseen
2.9 todistuksen kaltaisella suoralla laskulla.
Poisson-ytimen integraali on 1, siis pätee∫
Rn−1
Pt(x)dx =
2
ωn
∫
Rn−1
t
(t2 + |x|2)n/2 dx = 1 (5.2)
kaikilla t > 0. Tämä on laskettu esimerkiksi lähteessä [SW71]. Lisäksi
todettakoon, että Poisson-ydin on positiivinen kaikilla t > 0, joten myös
sen L1-normi on 1 eli erityisesti rajoitettu. Edelleen, jos kiinnitetään δ > 0,
niin pätee raja-arvo
|
∫
δ≤|x|
Pt(x)dx | = 1
ωn
∫
δ≤|x|
t
(t2 + |x|2)n/2 dx
≤ t
ωn
∫
δ≤|x|
1
|x|n dx −→ 0,
(5.3)
kun t → 0 (huom. x ∈ Rn−1). Edellä lueteltujen ominaisuuksien nojalla
voidaan sanoa, että Poisson-ytimet {Pt}t>0 ovat hyviä ytimiä (englanniksi
approximation to the identity).
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Poisson-ytimen avulla määritellään siihen liittyvä Poisson-integraali
konvoluutiona. Ennen määritelmää kerrataan muutama asia konvoluu-
tiosta. Ensinnäkin integroituvien funktioiden f ja g konvoluutio pisteessä
x määritellään kaavalla
( f ∗ g)(x) =
∫
f (y)g(x− y)dx =
∫
f (x− y)g(y)dy.
Selvästi siis pätee f ∗ g = g ∗ f , kunhan f ja g ovat reaaliarvoisia. Lisäksi
jos myös h on integroituva, niin pätee f ∗ (g ∗ h) = ( f ∗ g) ∗ h ja
( f ∗ g)(x) + ( f ∗ h)(x) =
∫
f (x− y)g(y)dy +
∫
f (x− y)h(y)dy
=
∫
f (x− y)(g(y) + h(y))dy
= ( f ∗ (g + h))(x),
missä funktioiden yhteenlasku on määritelty pisteittäin.
Määritelmä 5.4. Funktion f ∈ Lp(Rn−1) Poisson-integraali on
u(x, t) = ( f ∗ Pt)(x) =
∫
Rn−1
f (y)Pt(x− y)dy.
Poisson-integraali on harmoninen, mikä seuraa Poisson-ytimen harmoni-
suudesta.
Seuraavan lauseen todistuksessa käytetään napakoordinaattiesitystä
yleisessä tapauksessa (löytyy esimerkiksi lähteestä [SS03]). Mikä tahansa
avaruuden Rn \ {0} piste voidaan esittää muodossa x = ry, missä r > 0 ja
y on piste yksikköpallon ∂B(0, 1) pinnalla eli |y| = 1. Tämä saadaan valit-
semalla r = |x| ja y = x/|x|. Nyt voidaan integroida esimerkiksi funktiota
f avaruuden Rn yli kaavalla∫
Rn
f (x)dx =
∫
∂B(0,1)
∫ ∞
0
f (ry)rn−1 dr dσ(y).
Kerrataan lisäksi muutamia reaalianalyysin tietoja. Olkoon f ∈ L1loc(Rn),
jolloin määritelmän mukaan pätee∫
K
| f (x)|dx < ∞
kaikilla kompakteilla joukoilla K ⊂ Rn. Tällöin Lebesguen differentioitu-
vuuslause sanoo, että raja-arvo
lim
r→0
n
ωnrn
∫
B(x,r)
| f (y)− f (x)|dy = 0 (5.5)
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pätee melkein kaikilla x ∈ Rn. Edelleen voidaan määritellä funktion Le-
besguen joukko seuraavasti: piste x ∈ Rn kuuluu funktion f Lebesguen
joukkoon, mikäli on olemassa luku A = A(x) ∈ R, jolla pätee
lim
r→0
n
ωnrn
∫
B(x,r)
| f (y)− A|dy = 0.
Osoittautuu, että luku A on oikeastaan f (x) melkein kaikilla x. Voidaan
siis muuttaa funktion arvoja nollamittaisessa joukossa niin, että raja-arvo
5.5 on voimassa kaikilla funktion f Lebesguen joukon pisteillä.
Lause 5.6. Olkoon f ∈ Lp(Rn−1), 1 ≤ p ≤ ∞ ja u = f ∗ Pt funktion f
Poisson-integraali. Tällöin raja-arvo limt→0 u(x, t) = f (x) on voimassa melkein
kaikilla x ∈ Rn−1.
Todistus. Valitaan δ > 0 ja olkoon x ∈ Rn−1 piste, joka kuuluu funktion
f Lebesguen joukkoon. Raja-arvon 5.5 nojalla voidaan kiinnittää ρ > 0,
jolla kaikilla r ≤ ρ pätee
r1−n
∫
|y|<r
| f (x− y)− f (x)|dy < δ. (5.7)
Koska Poisson-ytimen integraali on 1 kaikilla t > 0, saadaan
|u(x, t)− f (x)| = |
∫
Rn−1
f (x− y)Pt(y)dy− f (x)|
= |
∫
Rn−1
f (x− y)Pt(y)dy− f (x)
∫
Rn−1
Pt(y)dy|
= |
∫
Rn−1
( f (x− y)− f (x))Pt(y)dy|
≤ |
∫
|y|<ρ
( f (x− y)− f (x))Pt(y)dy|
+|
∫
|y|≥ρ
( f (x− y)− f (x))Pt(y)dy|
= I1 + I2.
Arvioidaan ensin integraalia I1. Poisson-ydin Pt on radiaalinen eli riip-
puu ainoastaan argumentin etäisyydestä origoon. Määritellään uusi funk-
tio (Pt)0 kaavalla (Pt)0(r) = Pt(x), kun |x| = r. Tällöin (Pt)0 on vähenevä
muuttujan r suhteen. Avaruuden Rn−1 r-säteisen pallon tilavuus on ai-
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emmin todettu olevan ωn−1r n−1/(n− 1), joten pätee
ωn−1
n− 1(r
n−1 − ( r
2
)n−1)(Pt)0(r)
=
ωn−1(2n−1 − 1)
(n− 1)2n−1 r
n−1(Pt)0(r)
≤
∫
r/2≤|x|≤r
Pt(x)dx → 0,
kun r lähestyy joko nollaa tai kasvaa rajatta, koska molemmissa rajan-
käynneissä integrointiväli häviää. Siis pätee myös
lim
r→0
rn−1(Pt)0(r) = limr→∞ r
n−1(Pt)0(r) = 0. (5.8)
Tästä ja Poisson-ytimen jatkuvuudesta seuraa, että löytyy vakio A > 0,
jolla pätee
rn−1(Pt)0(r) ≤ A
kaikilla 0 < r < ∞. Merkitään avaruuden Rn−1 yksikköpallon pintaa
∂B(0, 1) = {x ∈ Rn−1 : |x| = 1}, ja määritellään funktio g kaavalla
g(r) =
∫
∂B(0,1)
| f (x− ry)− f (x)|dσ(y).
Nyt arvio 5.7 voidaan esittää muodossa
G(r) =
r∫
0
sn−2
∫
∂B(0,1)
| f (x− sy)− f (x)|dσ(y)ds
=
r∫
0
sn−2g(s)ds ≤ δrn−1
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kaikilla r ≤ ρ. Näiden merkintöjen avulla voidaan arvioida
I1 = |
∫
|y|<ρ
( f (x− y)− f (x))Pt(y)dy|
≤
∫
|y|≤ρ
| f (x− y)− f (x)|t1−nP1(y/t)dy
=
ρ∫
0
rn−2g(r)t1−n(P1)0(r/t)dr
(1)
=
ρ/
0
G(r)t1−n(P1)0(r/t)−
ρ∫
0
G(r)t1−n d
dr
((P1)0(r/t))dr
(2)
≤
ρ/
0
δrn−1t1−n(P1)0(r/t)−
ρ∫
0
G(r)t1−nd((P1)0(r/t))
(3)
=
tρ/
0
δ(tr)n−1 t1−n(P1)0(r)−
ρ/t∫
0
G(tr)t1−nd((P1)0(r))
≤ δ(tρ)n−1(P1)0(tρ)−
ρ/t∫
0
δ(tr)n−1 t1−nd((P1)0(r))
≤ δA−
ρ/t∫
0
δrn−1d((P1)0(r)) ≤ δA− δ
∞∫
0
rn−1d((P1)0(r))).
Yhtälössä (1) integroidaan osittain, arvio (2) on sama kuin 5.7 ja kohdassa
(3) tehdään muuttujanvaihto r 7→ tr. Viimeistä integraalia varten tehdään
merkintä B = (n− 1)/ωn−1. Tällöin pätee
B =
n− 1
ωn−1
(4)
=
n− 1
ωn−1
∫
Rn−1
P1(y)dy
(5)
= n
∞∫
0
rn−2(P1)0(r)dr
(6)
=
∞/
0
rn−1(P1)0(r)−
∫ ∞
0
rn−1d((P1)0(r))
= −
∫ ∞
0
rn−1d((P1)0(r)),
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koska kohdassa (4) jokaisen Poisson-ytimen integraali on 1, kohdassa (5)
siirrytään napakoordinaatteihin ja kohdassa (6) integroidaan osittain. Siis
pätee I1 ≤ δ(A + B).
Tutkitaan sitten integraalia I2. Olkoon χρ karakteristinen funktio jou-
kolle {x ∈ Rn−1 : |x| ≥ ρ}. Olkoot lisäksi p ja q sellaisia reaalilukuja, että
pätee 1/p + 1/q = 1. Kolmioepäyhtälön ja Hölderin epäyhtälön nojalla
pätee
I2 = |
∫
|y|≥ρ
( f (x− y)− f (x))Pt(y)dy|
≤
∫
|y|≥ρ
| f (x− y)Pt(y)|dy + | f (x)|
∫
|y|≥ρ
Pt(y)dy
≤ ‖ f ‖Lp‖χρPt‖Lq + | f (x)|
∫
|y|≥ ρt
P1(y)dy.
Jälkimmäisen termin integrointialueen mitta menee nollaan, kun t → 0.
Ensimmäistä termiä varten huomataan, että pätee q = 1 + q/p, jolloin
saadaan
‖χρPt‖Lq =
(∫
|y|≥ρ
Pt(y)qdy
)1/q
=
(∫
|y|≥ρ
Pt(y)Pt(y)q/pdy
)1/q
≤
(
sup
|y|≥ρ
Pt(y)
∫
|y|≥ρ
Pt(y)q/pdy
)1/q
= ‖χρPt‖1/qL∞ ‖Ppt ‖Lq .
Aiemmin todetun tuloksen 5.8 perusteella saadaan
‖χρPt‖L∞ = sup
|y|≥ρ
Pt(y) = ρ1−n(
ρ
t
)n−1(P1)0(
ρ
t
)→ 0,
kun t → 0. Voidaan siis löytää vakio C > 0, jolla pätee arvio I2 ≤ Cδ,
kunhan t on kyllin pieni. Tämä päättää todistuksen, koska δ > 0 oli mie-
livaltainen.
Seuraavia lauseita varten todetaan, että jos funktio f kuuluu avaruu-
teen Lp(Rn−1), niin pätee raja-arvo
lim
h→0
∫
Rn
| f (x + h)− f (x)|pdx = 0. (5.9)
Lisäksi tarvitaan Minkowskin epäyhtälöä integraaleille, joka todistetaan
esimerkiksi lähteessä [HLP52]:
(
∫
|
∫
f (x, y)dy|pdx)1/p ≤
∫
(
∫
| f (x, y)|pdx)1/pdy. (5.10)
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Lause 5.11. Olkoon f ∈ Lp(Rn−1), 1 ≤ p < ∞, ja u = f ∗ Pt funktion f
Poisson-integraali. Tällöin pätee raja-arvo
‖u− f ‖Lp = (
∫
Rn−1
|u(x, t)− f (x)|pdx)1/p → 0,
kun t→ 0.
Todistus. Oletetaan siis, että 1 ≤ p < ∞ ja f ∈ Lp(Rn−1). Kuten aiem-
minkin on todettu, kaikilla t > 0 pätee Pt(y) = t1−nP1(y/t) ja
∫
Pt = 1.
Edellisessä lauseessa laskettiin
( f ∗ Pt)(x)− f (x) =
∫
Rn−1
( f (x− y)− f (x))Pt(y)dy
joten käyttämällä Minkowskin epäyhtälöä integraaleille 5.10 ja muuttu-
janvaihtoa saadaan
‖ f ∗ Pt − f ‖Lp =
(∫
Rn−1
|
∫
Rn−1
( f (x− y)− f (x))Pt(y)dy|pdx
)1/p
≤
∫
Rn−1
(∫
Rn−1
| f (x− y)− f (x)|pdx
)1/p
Pt(y)dy
=
∫
Rn−1
(∫
Rn−1
| f (x− ty)− f (x)|pdx
)1/p
P1(y)dy.
Integrandi on ylhäältä rajoitettu(∫
Rn−1
| f (x− ty)− f (x)|pdx
)1/p
P1(y) ≤ 2‖ f ‖Lp‖P1‖1 = 2‖ f ‖Lp < ∞,
joten raja-arvon 5.9 ja Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseen no-
jalla saadaan
lim
t→0
‖ f ∗ Pt − f ‖Lp ≤ lim
t→0
∫
Rn−1
(∫
Rn−1
| f (x− ty)− f (x)|pdx
)1/p
P1(y)dy
=
∫
Rn−1
lim
t→0
(∫
Rn−1
| f (x− ty)− f (x)|pdx
)1/p
P1(y)dy
=
∫
Rn−1
0 · P1(y)dy = 0.
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Lause 5.12. Olkoon f ∈ Lp(Rn−1), 1 ≤ p ≤ ∞, ja u = f ∗ Pt funktion f
Poisson-integraali. Tällöin pätee arvio
‖u‖Lp =
(∫
Rn−1
|( f ∗ Pt)(x)|pdx
)1/p
≤ ‖ f ‖Lp
kaikilla t > 0. Lisäksi jos p < ∞, niin pätee yhtälö
sup
t>0
‖u‖Lp = ‖ f ‖Lp . (5.13)
Todistus. Käyttämällä Minkowskin epäyhtälöä integraaleille 5.10 ja Poisson-
ytimen ominaisuuksia saadaan ensimmäinen väite
‖u‖Lp = (
∫
Rn−1
|( f ∗ Pt)(x)|pdx)1/p
= (
∫
Rn−1
|
∫
Rn−1
f (x− y)Pt(y)dy|pdx)1/p
≤
∫
Rn−1
(
∫
Rn−1
| f (x− y)Pt(y)|pdx)1/pdy
=
∫
Rn−1
(
∫
Rn−1
| f (x− y)|pdx)1/pPt(y)dy
≤ ‖ f ‖Lp
∫
Rn−1
Pt(y)dy = ‖ f ‖Lp .
Tästä seuraa myös
sup
t>0
‖u‖Lp ≤ ‖ f ‖Lp .
Lauseessa 5.6 on todistettu raja-arvo
lim
t→0
( f ∗ Pt)(x) = f (x),
joka pätee melkein kaikilla x ∈ Rn−1. Tämän ja Fatoun lemman avulla
saadaan ∫
Rn−1
| f (x)|pdx =
∫
Rn−1
lim inf
t→0
|( f ∗ Pt)(x)|pdx
≤ lim inf
t→0
∫
Rn−1
|( f ∗ Pt)(x)|pdx
≤ sup
t>0
∫
Rn−1
|u(x, t)|pdx,
mistä seuraa
‖ f ‖Lp ≤ sup
t>0
‖u‖Lp .
Epäyhtälö molempiin suuntiin antaa yhtälön 5.13.
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Lause 5.14. Olkoon f ∈ C0 ⊂ L∞(Rn−1) funktio, joka on siis rajoitettu, jat-
kuva ja kompaktikantajainen. Tällöin funktion f Poisson-integraali u = f ∗ Pt
suppenee tasaisesti, eli pätee raja-arvo
‖u− f ‖∞ = sup
x∈Rn−1
|u(x, t)− f (x)| −→ 0,
kun t→ 0.
Todistus. Funktio f on jatkuva ja määritelty kompaktissa joukossa, joten
se on tasaisesti jatkuva. Siis kaikilla ε > 0 on olemassa sellainen δ > 0, että
pätee | f (x− y)− f (x)| < ε kaikilla x ∈ Rn−1, kunhan |y| < δ. Lasketaan
|u(x, t)− f (x)| = |
∫
Rn−1
f (x− y)Pt(y)dy− f (x)|
= |
∫
Rn−1
( f (x− y)− f (x))Pt(y)dy|
≤
∫
|y|<δ
| f (x− y)− f (x)|Pt(y)dy
+
∫
|y|>δ
| f (x− y)− f (x)|Pt(y)dy
≤ ε
∫
|y|<δ
Pt(y)dy + 2‖ f ‖∞
∫
|y|>δ
Pt(y)dy
≤ ε+ 2‖ f ‖∞ t
ωn
∫
|y|>δ
1
|y|ndy
(∗)
= ε+ 2‖ f ‖∞ t
ωn
ωn−1
δ
,
ja viimeinen yhtälö (∗) saadaan laskemalla napakoordinaattien avulla∫
|y|>δ
1
|y|ndy =
∫
∂B(0,1)
∫ ∞
δ
1
rn
rn−2 dr dσ = ωn−1
∫ ∞
δ
dr
r2
=
ωn−1
δ
.
Merkitään C = (2‖ f ‖∞ ωn−1)/(ωn δ), jolloin C on siis vakio. Ottamalla
supremum kaikkien pisteiden x ∈ Rn−1 yli saadaan
sup
x∈Rn−1
|u(x, t)− f (x)| ≤ ε+ Ct −→ ε,
kun t→ 0. Luku ε > 0 oli mielivaltainen, joten väite seuraa.
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Lause 5.15. Jos u on harmoninen funktio avaruudessa Rn+ ja on olemassa vakio
C > 0 ja luku p ∈ (1,∞), joilla pätee
‖u‖Lp = (
∫
Rn−1
|u(x, t)|pdx)1/p ≤ C < ∞
kaikilla t > 0, niin on olemassa sellainen vakio A = A(n, p) > 0, että pätee
arvio
‖u‖∞ = sup
x∈Rn−1
|u(x, t)| ≤ ACt(1−n)/p.
Todistus. Olkoon z0 = (x0, t0) ∈ Rn+. Merkitään
B = B(z0, t0/2) = {z ∈ Rn+ : |z− z0| ≤ t0/2},
jolloin siis B on avaruuden Rn+ osajoukko. Lisäksi, kuten aiemminkin on
todettu, pallon B tilavuus on m(B) = ωn(t0/2)n/n. Koska u on harmoni-
nen, pätee keskiarvolause
|u(x0, t0)|p = 2
nn
ωntn0
∫
B
|u|pdz. (5.16)
Jos lisäksi merkitään Ω = {(x, t) ∈ Rn+ : t0/2 < t < 3t0/2}, niin voidaan
arvioida∫
B
|u|pdz ≤
∫
Ω
|u|pdz =
∫ 3t0/2
t0/2
∫
Rn−1
|u(x, t)|pdxdt ≤ t0Cp. (5.17)
Pätee siis
|u(x0, t0)|p ≤ 2
nn
ωn
Cp t1−n0 ,
mistä korottamalla potenssiin 1/p ja ottamalla supremum yli kaikkien
x0 ∈ Rn−1 saadaan väite vakion arvolla A(n, p) = (2nn/ωn)1/p.
Edellisen todistuksen arviosta 5.17 voidaan päätellä, että funktio, jo-
ka toteuttaa edellisen lauseen oletukset, on rajoitettu kaikissa ylemmän
puoliavaruuden osa-avaruuksissa
Rn+[t0]
= {(x, t) ∈ Rn+ : t ≥ t0 > 0}.
Lause 5.18. Avaruudessa Rn+ harmoniselle rajoitetulle funktiolle u pätee
u(x, t + s) =
∫
Rn−1
u(y, t)Ps(x− y)dy = (u(·, t) ∗ Ps)(x)
kaikilla t, s > 0.
37
Tälle lauseelle löytyy lähteestä [Ste70] kattava ja yksityiskohtainen to-
distus, joten tässä se sivuutetaan. Edellisten lauseiden avulla voidaan to-
distaa jatkon kannalta tärkeä tulos: jokainen harmoninen funktio voidaan
esittää Poisson-integraalina.
Lause 5.19. Jos u on harmoninen funktio avaruudessa Rn+ ja löytyy sellaiset
C > 0 ja p ∈ (1,∞), että kaikilla t > 0 pätee
‖u(x, t)‖pLp =
∫
Rn−1
|u(x, t)|pdx ≤ Cp < ∞,
niin tällöin u on jonkin funktion f ∈ Lp(Rn−1) Poisson-integraali u = f ∗ Pt.
Todistus. Koska kaikilla t > 0 pätee ‖u(x, t)‖Lp ≤ C < ∞, on olemassa
sellainen jono positiivisia reaalilukuja tk, joilla on raja-arvo limk→∞ tk = 0,
ja sellainen funktio f ∈ Lp(Rn−1), että u(x, tk) suppenee heikosti kohti
funktiota f kun k → ∞. Tämä taas tarkoittaa, että kaikilla funktioilla
g ∈ Lq(Rn−1), 1/p + 1/q = 1, pätee raja-arvo
lim
k→∞
∫
Rn−1
u(y, tk)g(y)dy =
∫
Rn−1
f (y)g(y)dy.
Poisson-ydin Pt kuuluu Lq-avaruuteen kaikilla q ∈ [1,∞] ja t > 0, joten
saadaan
lim
k→∞
∫
Rn−1
u(y, tk)Pt(x− y)dy =
∫
Rn−1
f (y)Pt(x− y)dy = v(x, t),
eli v = f ∗ Pt. Nyt lauseen 5.18 avulla saadaan
v(x, t) = lim
k→∞
∫
Rn−1
u(y, tk)Pt(x− y)dy = lim
k→∞
u(x, t + tk) = u(x, t),
mistä seuraa u = f ∗ Pt.
Lauseiden 5.18 ja 5.19 seurauksena saadaan Poisson-ydinten tärkeä
ominaisuus: jos f on jokin Lp-funktio ja s, t > 0, niin pätee
( f ∗ Pt) ∗ Ps = f ∗ Pt+s. (5.20)
Seuraavassa määritelmässä ja sitä seuraavassa lauseessa käytetään edel-
lisestä esityksestä poiketen avaruuden Lp(Rn) funktioita (siis dimensio
on n eikä n− 1 kuten edellä) merkintöjen yksinkertaistamiseksi.
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Määritelmä 5.21. Funktion f ∈ Lp(Rn) Hardy-Littlewoodin maksimaalifunk-
tio m f pisteessä x ∈ Rn on
m f (x) = sup
r>0
n
ωnrn
∫
|x|≤r
f (y)dy
= sup
r>0
1
m(B(x, r))
∫
B(x,r)
f (y)dy.
Jos f on oleellisesti rajoitettu funktio, niin pätee arvio m f ≤ ‖ f ‖L∞ .
Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktio on analyysissä hyödyllinen funk-
tio, koska se majoroi monia tärkeitä operaattoreita. Esimerkiksi seuraa-
vassa lauseessa todistetaan, että Poisson-integraalia voidaan arvioida ylös-
päin maksimaalifunktion avulla.
Ennen lausetta tarkastellaan kuitenkin funktiota ϕ, joka on yksikkö-
pallon B = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1} karakteristinen funktio jaettuna pallon
tilavuudella ωn/n. Tällöin siis pätee∫
Rn
ϕ(x)dx = 1.
Olkoon ε > 0 ja merkitään
ϕε(x) = ε−nϕ(x/ε). (5.22)
Nyt karakteristinen funktio saa muodon
χB(x/ε) =
{
1, |x/ε| ≤ 1
0, muutoin
=
{
1, |x| ≤ ε
0, muutoin.
Tällöin, jos f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ ja f ≥ 0, niin pätee
( f ∗ ϕε)(x) =
∫
Rn
f (x− y)ϕε(y)dy
=
n
ωnεn
∫
|y|≤ε
f (x− y)dy
ja siten pätee m f (x) = supε>0( f ∗ ϕε)(x). Herää tietenkin kysymys, voi-
daanko samaan päästä yleisemmillä funktioilla ϕ.
Lause 5.23. Jos u on funktion f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, Poisson-integraali,
niin pätee |u(x, y)| ≤ m f (x).
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Todistus. Olkoon ensin
ϕ =
m
∑
k=1
ckχk (5.24)
yksinkertainen radiaalinen funktio eli pätee ck > 0, ja joillakin rk määri-
tellään karakteristiset funktiot
χk(x) =
{
1, kun |x| ≤ rk
0, muutoin.
Olkoon f ∈ Lp(Rn) ja merkitään kuten kohdassa 5.22, jolloin
( f ∗ ϕε)(x) =
∫
Rn
ϕε(y) f (x− y)dy
=
m
∑
k=1
ckε−n
∫
|y|≤εrk
f (x− y)dy
=
m
∑
k=1
ckrnk
ωn
n
(
n
ωn(εrk)n
∫
|y|≤εrk
f (x− y)dy)
≤
m
∑
k=1
ckrnk
ωn
n
(
n
ωn(εrk)n
∫
|y|≤εrk
f (x− y)dy)
≤ m f (x)
m
∑
k=1
ckrnk
ωn
n
= m f (x)‖ϕ‖1
Nyt jos t > 0, niin Poisson-ydintä Pt voidaan approksimoida nousevalla
jonolla edellisen kohdan 5.24 kaltaisia funktioita ϕj, joilla pätee ϕj ≤ ϕj+1
kaikilla j ∈ N ja limj→∞ ϕj(x) = Pt(x) kaikilla x ∈ Rn−1. Nyt voidaan
laskea
u(x, t) = ( f ∗ Pt)(x) =
∫
Rn−1
Pt(y) f (x− y)dy
=
∫
Rn−1
lim
j→∞
ϕj(y) f (x− y)dy
(1)
≤ lim
j→∞
∫
Rn−1
ϕj(y) f (x− y)dy
(2)
≤ lim
j→∞
‖ϕj‖1m f (x)
(3)
= ‖Pt‖1m f (x)
(4)
= m f (x).
40
Kohdassa (1) käytetään Fatoun lemmaa, kohta (2) on todistuksen alkuosa,
kodassa (3) käytetään monotonisen konvergenssin lausetta ja kohdassa (4)
lausetta 5.2.
Edellisen lauseen tulos toimii tavallaan myös toiseen suuntaan. Seu-
raavassa lauseessa nimittäin osoitetaan, että maksimaalifunktiota voidaan
majoroida Poisson-integraalin avulla.
Lause 5.25. Olkoon f ∈ Lp(Rn−1), 1 ≤ p ≤ ∞ ja f ≥ 0. Jos u on funktion f
Poisson-integraali, niin pätee arvio
m f (x) ≤ An(sup
t>0
u(x, t)),
missä vakio An riippuu ainoastaan dimensiosta.
Todistus. Olkoon t > 0. Tällöin pätee
sup
t>0
u(x, t) ≥ u(x, t) = 2
ωn
∫
Rn−1
f (x− y) t
(|y|2 + t2)n/2 dy
≥ 2
ωn
∫
|y|≤t
f (x− y)t1−ndy
=
2ωn−1
(n− 1)ωn (
n− 1
ωn−1rn−1
∫
|y|≤t
f (x− y)dy)
ja ottamalla epäyhtälössä supremum yli kaikkien t > 0 saadaan vakion
arvoksi An = (n− 1)ωn/2ωn−1. Tästä seuraa väite.
Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että funktion f maksimaalifunktion
Lp-normia voidaan majoroida f :n vastaavalla normilla. Todistuksessa hyö-
dynnetään distribuutiofunktiota: funktiota f vastaava distribuutiofunktio
on kuvaus t 7→ m({x : f (x) > t}), missä m on joukon Lebesguen mitta ja
t ≥ 0. Jos f ≥ 0, niin pätee
∫
f p dx = p
∞∫
0
t p−1 m({x : f (x) > t})dt. (5.26)
Lisäksi muistutetaan mieleen, että integroituvan funktion f ∈ L1 maksi-
maalifunktio m f toteuttaa Chebyshevin epäyhtälön: pätee arvio
m({x : f (x) > t}) ≤ C‖ f ‖L1
t
(5.27)
kaikilla t > 0, ja vakio C = Cn riippuu ainoastaan dimensiosta.
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Lause 5.28. Olkoon p > 1 ja f ∈ Lp(Rn−1). Tällöin löytyy sellainen vakio
b = b(p, n), että pätee arvio
‖m f ‖Lp ≤ b‖ f ‖Lp.
Todistus. Olkoon s > 0. Määritellään apufunktiot
f s =
{
f , kun | f | > s
0, kun | f | ≤ s
ja
fs =
{
0, kun | f | > s
f , kun | f | ≤ s.
Pätee siis f s ∈ L1(Rn−1), fs ∈ L∞(Rn−1) ja f = f s + fs. Olkoot λ, λs ja
λs distribuutiofunktioita vastaaville maksimaalifunktioille m f , m f s ja m fs .
Koska fs on rajoitettu, on myös sen maksimaalifunktio rajoitettu, koska
pätee arvio m fs ≤ ‖ fs‖L∞ ≤ s. Tästä seuraa λs(s) = 0.
Olkoon x ∈ Rn−1 sellainen, että pätee m f (x) > 2s. Löytyy siis sellai-
nen säde r > 0, että pätee
1
m(B(x, r))
∫
B(x,r)
f (y)dy > 2s.
Nyt pätee f s = f − fs, joten saadaan
1
m(B(x, r))
∫
B(x,r)
f s(y)dy =
1
m(B(x, r))
∫
B(x,r)
f (y)dy
− 1
m(B(x, r))
∫
B(x,r)
fs(y)dy
> 2s− s = s .
Pätee siis inkluusio
{x : m f (x) > 2s} ⊂ {x : m f s(x) > s}
ja saadaan λ(2s) ≤ λs(s). Käyttämällä yhtälöä 5.26 arvolla t = 2s, Che-
42
byshevin epäyhtälöä 5.27 ja Fubinin lausetta saadaan
‖m f ‖pLp =
∫
Rn−1
|m f (x)|pdx = p
∞∫
0
(2s)p−1m({x : m f (x) > 2s})ds
= p 2p−1
∞∫
0
sp−1λ(2s)ds ≤ p 2p
∞∫
0
sp−1λs(s)ds
≤ p 2p
∞∫
0
sp−1Cn
s
(
∫
Rn−1
| f s(x)|dx)ds
= p 2pCn
∞∫
0
sp−2(
∫
| f (x)|>s
| f (x)|dx)ds
= p 2pCn
∫
Rn−1
| f (x)|(
| f (x)|∫
0
sp−2ds)dx
=
p 2pCn
p− 1
∫
Rn−1
| f (x)|| f (x)|p−1dx = p 2
pCn
p− 1 ‖ f ‖
p
Lp ,
mikä todistaa lauseen vakiolla b(p, n) = 2((p Cn)/(p− 1))1/p.
Aiemmin on todettu, että Lp-funktion Poisson-integraali suppenee koh-
ti tätä funktiota rajankäynnissä t → 0 sekä pisteittäin melkein kaikilla
x ∈ Rn−1 että myös Lp-normin mielessä. Jatkossa rajankäynnin suuntaa
halutaan lieventää, ja tarkastellaan ei-tangentiaalisia raja-arvoja. Tämä tar-
koittaa sitä, että kohtisuoran rajankäynnin sijaan voidaan lähestyä ava-
ruuden Rn−1 pistettä x0 kartiossa, joka määritellään joukkona
Γα(x0) = {z = (x, t) ∈ Rn+ : |x− x0| < αt}. (5.29)
Piste x0 ∈ Rn−1 on siis kartion kärki ja luku α > 0 on kartion aukeamis-
kulma. Ei-tangentiaalinen raja-arvo on tällöin
lim -n.t.
z→x0
F(z) = lim
z→x0
z∈Γα(x0)
F(z).
Seuraava kuva havainnollistaa kartiota ylemmässä puoliavaruudessa.
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|x|, x ∈ Rn−1
t ∈ R+
x0
Γ(x0)
Lause 5.30. Olkoon 1 ≤ p ≤ ∞. Funktion f ∈ Lp(Rn−1) Poisson-integraalilla
u = f ∗ Pt on olemassa ei-tangentiaalinen raja-arvo f (x) melkein kaikilla pis-
teillä x ∈ Rn−1.
Todistus. Aiemmin on osoitettu lauseessa 5.6, että jos x0 ∈ Rn−1 kuuluu
funktion f Lebesguen joukkoon, niin pätee raja-arvo
0 = lim
t→0
∫
Rn−1
| f (x0 − y)− f (x0)|Pt(y)dy
= lim
t→0
∫
Rn−1
| f (y)− f (x0)|Pt(x0 − y)dy.
Olkoon (x, t) ∈ Γα(x0) ja merkitään dα = (max {1+ 2α2, 2})n/2. Tällöin
voidaan arvioida
Pt(x− y) ≤ dαPt(x0 − y).
Osoitetaan tämä. Todetaan aluksi, että kaikilla reaaliluvuilla a, b ∈ R pä-
tee
0 ≤ (a− b)2 = a2 − 2ab + b2,
mistä seuraa ns. Cauchyn epäyhtälö 2ab ≤ a2 + b2. Tämän ja kolmio-
epäyhtälön avulla saadaan
t2 + |x0 − y|2 ≤ t2 + (|x0 − x|+ |x− y|)2
= t2 + |x− x0|2 + 2|x− x0||x− y|+ |x− y|2
≤ t2 + 2|x0 − x|2 + 2|x− y|2
≤ (1+ 2α2)t2 + 2|x− y|2
≤ max {1+ 2α2, 2}(t2 + |x− y|2).
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Tästä seuraa
1
t2 + |x− y|2 ≤
max {1+ 2α2, 2}
t2 + |x0 − y|2
ja lopulta haluttu arvio
Pt(x− y) = 2
ωn
t
(t2 + |x− y|2)n/2
≤ 2
ωn
tmax {1+ 2α2, 2}n/2
(t2 + |x0 − y|2)n/2 = dαPt(x0 − y).
Edellisten perusteella saadaan
|u(x, t)− f (x0)| = |
∫
Rn−1
f (y)Pt(x− y)dy− f (x0)
∫
Rn−1
Pt(x− y)dy|
≤
∫
Rn−1
| f (y)− f (x0)|Pt(x− y)dy
≤ dα
∫
Rn−1
| f (y)− f (x0)|Pt(x0 − y)dy→ 0,
kun t→ 0. Tämä todistaa väitteen.
Edellä todistetun lauseen perusteella voidaan päätellä, että Poisson-
integraali u on ei-tangentiaalisesti rajoitettu melkein kaikkialla, eli joukoissa
Γα(x0) ∩ {(x, t) ∈ Rn+ : 0 < t ≤ 1} melkein kaikilla x0 ∈ Rn−1.
Lause 5.31. Jos u on harmoninen funktio avaruudessaRn+ ja ei-tangentiaalisesti
rajoitettu joukossaΩ ⊂ Rn−1, m(Ω) > 0, niin funktiolla u on ei-tangentiaalinen
raja-arvo melkein kaikilla x ∈ Ω.
Tämän lauseen todistus on mielenkiintoinen eikä kovin hankala, mut-
ta melko tekninen ja pitkä, joten se sivuutetaan tässä. Todistus löytyy
esimerkiksi lähteistä [SW71] ja [Ste70].
Lause 5.32. Olkoon 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(Rn−1), f ≥ 0 ja u = f ∗ Pt funktion
f Poisson-integraali. Tällöin pätee
sup
z∈Γα(x0)
|u(x, t)| ≤ dαm f (x0),
missä dα on vakio kuten edellisessä lauseessa 5.30.
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Todistus. Olkoon z = (x, t) ∈ Γα(x0). Lasketaan
|u(x, t)| = |( f ∗ Pt)(x)| = |
∫
Rn−1
f (y)Pt(x− y)dy|
≤ dα
∫
Rn−1
f (y)Pt(x0 − y)dy ≤ dαm f (x0),
ja ottamalla supremum puolittain saadaan väite.
Subharmoninen funktio s : Rn → R on lauseen 4.3 mukaan konveksi
eli pätee ∆s ≥ 0. Jos ϕ : R → R on kasvava (jolloin pätee ϕ′ ≥ 0) ja
konveksi (ϕ′′ ≥ 0) vähintään kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio,
niin yhdistetty funktio ϕ(s) on subharmoninen: pätee
∂
∂xj
ϕ(s(x)) = ϕ′(s(x))∂s(x)
∂xj
ja edelleen
∂2
∂x2j
ϕ(s(x)) =
∂
∂xj
(
ϕ′(s(x))∂s(x)
∂xj
)
=
(
∂
∂xj
ϕ′(s(x))
)
∂s(x)
∂xj
+ ϕ′(s(x))∂
2s(x)
∂x2j
= ϕ′′(s(x))(∂s(x)
∂xj
)2 + ϕ′(s(x))∂
2s(x)
∂x2j
.
Siispä
∆ϕ(s(x)) =
n
∑
j=1
∂2
∂x2j
ϕ(s(x))
=
n
∑
j=1
(ϕ′′(s(x))(∂s(x)
∂xj
)2 + ϕ′(s(x))∂
2s(x)
∂x2j
)
= ϕ′′(s(x))
n
∑
j=1
(
∂s(x)
∂xj
)2 + ϕ′(s(x))∆s(x) ≥ 0,
eli lauseen 4.3 nojalla myös yhdistetty funktio ϕ(s) on subharmoninen.
Jos s on funktio, jota majoroi harmoninen funktio u eli pätee s ≤ u,
niin sanotaan, että u on funktion s harmoninen majorantti. Mikäli kaikilla
funktion s harmonisilla majoranteilla h pätee u ≤ h, on u funktion s pienin
harmoninen majorantti.
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Tämän kappaleen lopuksi todistetaan, että jokaisella subharmonisella
funktiolla on pienin harmoninen majorantti. Ennen todistusta on hyödyl-
listä muotoilla seuraava lause, joka on eräänlainen seuraus maksimiperi-
aatteesta 4.1.
Lause 5.33. Olkoon Ω ⊂ Rn−1 yhtenäinen ja rajoitettu osajoukko, funktio s
subharmoninen ja u harmoninen joukossa Ω. Oletetaan lisäksi, että molemmat
funktiot ovat jatkuvia sulkeumassaΩ ja pätee s(x) ≤ u(x) kaikilla reunapisteillä
x ∈ ∂Ω. Tällöin pätee s(x) ≤ u(x) kaikilla sulkeuman pisteillä x ∈ Ω.
Todistus (joka löytyy esimerkiksi lähteestä [SW71]) on melko suora
keskiarvoepäyhtälön sovellus. Nyt voidaan todistaa subharmonisia funk-
tioita koskeva päälause, joka on olennaisessa osassa viimeisessä kappa-
leessa.
Lause 5.34. Olkoon s ≥ 0 joukossa Rn+ määritelty subharmoninen funktio, jolle
pätee
‖s‖qLq =
∫
Rn−1
(s(x, t))qdx ≤ Cq < ∞
kaikilla t > 0 ja 1 ≤ q < ∞ niin, että vakio C ei riipu t:stä. Tällöin funktiolla
s on pienin harmoninen majorantti avaruudessa Rn+. Jos lisäksi q > 1, niin
majorantti on Poisson-integraali funktiolla f ∈ Lq(Rn−1), jolle pätee ‖ f ‖q ≤ C.
Todistus. Lauseen 5.15 todistuksessa yhtälö 5.16 voidaan korvata keskiar-
voepäyhtälöllä, jonka subharmoninen funktio s toteuttaa. Voidaan siis
käyttää tätä lausetta ja siten löytyy vakio A = A(n, p) > 0, jolla pätee
sup
x∈Rn−1
|s(x, t)| ≤ ACt(1−n)/q. (5.35)
Osoitetaan ensin, että kaikissa ylemmän puoliavaruuden osa-avaruuksissa
Rn+[t0]
= {(x, t) ∈ Rn+ : t ≥ t0 > 0}
funktio s on jatkuva ja kompaktikantajainen eli kuuluu luokkaan C0(Rn+[t0]).
On siis todistettava raja-arvo
lim
|x|2+t2→∞
s(x, t) = 0, kun t ≥ t0. (5.36)
Kohdan 5.35 nojalla funktio s vähenee kun t kasvaa. Riittää siis osoittaa
raja-arvo lim|x|→∞ s(x, t) = 0, kun t ∈ (t0, t1) jollakin kiinteällä t1 > t0.
Kiinnitetään vielä r ∈ (0, t0) ja merkitään
B = {(x, t) ∈ Rn+ : t0 − r < t < t1 + r}.
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Tällöin pätee∫
B
(s(x, t))qdxdy =
∫ t1+r
t0−r
∫
Rn−1
(s(x, t))qdxdy ≤ (t1 + 2r− t0)cq < ∞.
Merkitään lisäksi Bk = B ∩ {(x, t) ∈ Rn+ : |x| ≥ k}, jolloin pätee raja-arvo
lim
k→∞
∫
Bk
(s(x, t))qdxdy = 0. (5.37)
Olkoon |x| ≥ m ja t0 ≤ t ≤ t1. Merkitään lyhyesti z = (x, t), jolloin kuula
B(z, r) = {z = (x, t) : |z| ≤ r} sisältyy joukkoon Bm−r.
Bm−r
|x|, x ∈ Rn−1
t ∈ R+
t0 − r
t1 + r
t
t0
t1
B(z, r)
m− r m x
•
Kuvaus t 7→ tq on kasvava ja konveksi, ja lisäksi funktio s oletettiin sub-
harmoniseksi, joten myös funktio sq on subharmoninen. Käytettämällä
subharmonisuuden määritelmää 4.2 saadaan
(s(x, t))q ≤ 1|B(z, r)|
∫
B(z,r)
(s(ξ, τ))qdξdτ
≤ 1|B(z, r)|
∫
Bm−r
(s(ξ, τ))qdξdτ,
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ja kohdan 5.37 nojalla tämä lähestyy nollaa, kun m → ∞. Siten raja-arvo
5.36 on todistettu.
Konstruoidaan nyt harmoninen majorantti. Olkoon ε > 0 ja t > 0, ja
merkitään
mε(x, t) =
∫
Rn−1
s(x− y, ε)Pt(y)dy =
∫
Rn−1
s(y, ε)Pt(x− y)dy.
Koska mε voidaan esittää konvoluutiona s(x, ε) ∗ Pt, lauseen 5.12 ja tämän
lauseen oletuksen mukaan pätee
‖mε‖qLq ≤ ‖s‖qLq ≤ Cq.
Koska s on kompaktikantajainen, lauseen 5.14 perusteella tiedetään, että
pätee raja-arvo
lim
t→0
‖s(x, ε)−mε(x, t)‖L∞ = lim
t→0
( sup
x∈Rn−1
|s(x, ε)−mε(x, t)|)
= lim
t→0
( sup
x∈Rn−1
|s(x, ε)− (s(·, ε) ∗ Pt)(x)|)
= 0.
Tästä seuraa se, että jos δ > 0, niin löytyy sellainen t0 > 0, että pätee
s(x, ε + t0) − mε(x, t0) < δ kaikilla x ∈ Rn−1. Toisaalta raja-arvon 5.36
nojalla voidaan löytää sellaiset k > 0 ja t1 > 0, että epäyhtälö
s(x, ε+ t)−mε(x, t) < δ (5.38)
on voimassa jos |x| ≥ k tai t ≥ t1. Siis 5.38 on voimassa joukon
Ω = {(x, t) ∈ Rn+ : |x| ≤ k, t0 ≤ t ≤ t1}
reunalla ∂Ω. Nyt lauseen 5.33 nojalla arvio 5.38 on voimassa koko jou-
kossa Ω, ja ottamalla raja-arvot δ, t0 → 0 ja k, t1 → ∞ saadaan
s(x, ε+ t) ≤ mε(x, t) (5.39)
kaikilla (x, t) ∈ Rn+.
Jos nyt q > 1, niin kuten aiemminkin lauseessa 5.19 on todettu, löytyy
sellainen lukujono (εk)∞k=1, jolla pätee raja-arvo limk→∞ εk = 0, ja funktio
f ∈ Lq(Rn−1), että pätee
lim
k→∞
mεk(x, t) = limk→∞
∫
Rn−1
s(y, εk)Pt(x− y)dy
=
∫
Rn−1
f (y)Pt(x− y)dy = m(x, t).
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Sovelletaan tätä ja korvataan kohdassa 5.39 luku ε jonolla εk, jolloin vas-
taavalla rajankäynnillä k→ ∞ saadaan
s(x, t) ≤ m(x, t).
Funktio m on siis haluttu harmoninen majorantti, joka on vieläpä Poisson-
integraali funktiosta f ∈ Lq(Rn−1).
Näytetään vielä, että m on pienin harmoninen majorantti. Olkoon h
funktion s harmoninen majorantti eli pätee s ≤ h. Erityisesti h on harmo-
ninen, joten käyttämällä lausetta 5.18 saadaan
m(x, t) = lim
k→∞
mεk(x, t) = limk→∞
∫
Rn−1
s(y, εk)Pt(x− y)dy
≤ lim
k→∞
∫
Rn−1
h(y, εk)Pt(x− y)dy
= lim
k→∞
h(x, t + εk) = h(x, t).
Tämä päättää todistuksen.
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6 Hardyn avaruudet
G.H. Hardy (1877-1947) tutki kiekossa D = {z ∈ C : |z| < 1} analyyttis-
ten funktioiden F keskiarvoja
Mp(F, r) =
(
1
2pi
∫ 2pi
0
|F(reiθ)|pdθ
)1/p
,
missä 0 < r < 1 ja 0 < p < ∞. Hardy esitti vuonna 1915 [Har15], että
mikäli funktio F ei ole vakio, on Mp(F, r) aidosti kasvava funktio säteen r
suhteen. Havainnon jälkeen alettiin tutkia avaruutta Hp(D), 0 < p < ∞,
jonka muodostavat kiekossa D analyyttiset funktiot F, joille pätee
‖F‖Hp(D) = sup
0<r<1
(
1
2pi
∫ 2pi
0
|F(reiθ)|pdθ
)1/p
< ∞.
Hardyn havainnon nojalla yllä olevassa kaavassa supremum voidaan kor-
vata rajankäynnillä r → 1. Frigyes Riesz (1880-1956) käytti vuonna 1923
[Rie23] ensimmäisenä Hp-avaruuksista nimitystä Hardyn avaruus.
Toinen tärkeä Hardyn avaruus Hp(C+), jota myöhemmin alettiin tut-
kia, koostuu ylemmässä puolitasossa C+ = {z ∈ C : Im z > 0} analyytti-
sista funktioista F, joille pätee
‖F‖Hp(C+) = sup
t>0
(∫
R
|F(x + it)|pdx
)1/p
< ∞, (6.1)
kaikilla 0 < p < ∞. Yksikkökiekon ja ylemmän puolitason Hardyn ava-
ruudet liittyvät läheisesti toisiinsa, koska ylempi puolitaso voidaan kuva-
ta konformisesti yksikkökiekoksi ja päinvastoin. Näistä kahdesta tapauk-
sesta ylempi puolitaso on tämän tutkielman jatkon kannalta kiinnosta-
vampi, koska Clifford-analyyttisten funktioiden Hp-avaruudet määritel-
lään ylemmässä puoliavaruudessa, joka on puolitason n-ulotteinen yleis-
tys.
Kuten kappaleen 5 alussa, samaistetaan avaruudet R ja R× {0} ⊂ C,
jolloin voidaan ajatella ∂C+ = R. Ylemmän puolitason kartio pisteessä
x0 ∈ R on
Γα(x0) = {z = x + iy ∈ C+ : |x− x0| < αy},
ja ylemmässä puolitasossa määritellyn funktion F ei-tangentiaalinen raja-
arvo pisteessä x on
lim -n.t.
z→x F(z) = limz→x
z∈Γα(x)
F(z), (6.2)
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mikäli raja-arvo on olemassa.
Seuraava lause liittää tasossa analyyttiset funktiot ja reaaliakselin Lp-
funktiot toisiinsa.
Lause 6.3. Olkoon 0 < p < ∞ ja funktio F Hardyn avaruudessa Hp(C+).
Tällöin löytyy sellainen funktio f ∈ Lp(R), että
(i) lim -n.t.
z→x F(z) = f (x) on olemassa melkein kaikilla x ∈ R, ja
(ii) lim
t→0
∫
R
|F(x + it)− f (x)|pdx = 0.
Tämän lauseen todistuksessa hyödynnetään lausetta 4.4 eli että tasos-
sa määritelty funktio |F|p on subharmoninen kaikilla 0 < p < ∞. Todistus
sivuutetaan, koska samanlainen lause todistuksineen esitetään myöhem-
min ylemmässä puoliavaruudessa.
Jos tiedetään reunafunktio f , voidaan F laskea Cauchy-integraalin avul-
la. Määritellään tason Cauchy-integraali funktiolle f ∈ Lp(R), p ≥ 1, kaa-
valla
C f (z) =
1
2pii
∫
R
f (t)
t− z dt, z ∈ C \R.
Huomionarvoista on tämän ja aiemmin esitellyn Cauchyn integraalikaa-
van 3.2 samankaltaisuus. Viimeksi määritelty Cauchy-integraali on ana-
lyyttinen ylemmässä puolitasossa C+.
Ylemmän puolitason Poisson-ydin on
Pt(x) =
1
pi
(
t
x2 + t2
)
eli aiemman määritelmän 5.1 ydin tapauksessa n = 2. Lisäksi määritel-
lään Poisson-ytimen konjugaatti kaavalla
Qt(x) =
1
pi
(
x
x2 + t2
).
Kuten aiemmin, Poisson-integraali määritellään konvoluutiona Pt ∗ f ja
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vastaavasti Poisson-integraalin konjugaatti Qt ∗ f . Lasketaan
1
2
((Pt ∗ f )(x) + i((Qt ∗ f )(x))
=
1
2
∫
R
Pt(x− t) f (t)dt + i2
∫
R
Qt(x− t) f (t)dt
=
1
2pi
∫
R
t f (t)
(x− t)2 + t2dt +
i
2pi
∫
R
(x− t) f (t)
(x− t)2 + t2 dt
=
1
2pii
∫
R
(t− x) + it
((t− x) + it)((t− x)− it) f (t)dt
=
1
2pii
∫
R
f (t)
t− (x + it) dt =
1
2pii
∫
R
f (t)
t− z dt
kun z = x + it, ja huomataan, että pätee siis
C f (z) =
1
2
((Pt ∗ f )(x) + i(Qt ∗ f )(x)).
Aiemmin on todistettu lauseessa 5.6, että pätee raja-arvo
lim
t→0
(Pt ∗ f )(x) = f (x).
Määritellään funktion f ∈ Lp(R) Hilbert-muunnos kaavalla
H f (x) = p.v. 1
pi
∫
R
f (y)
x− ydy = p.v.
1
pi
∫
R
f (x− y)
y
dy,
missä p.v. tarkoittaa pääarvointegraalia. Nyt
lim
t→0
(Qt ∗ f )(x) = lim
t→0
1
pi
∫
R
f (x− y)y
y2 + t2
dy = p.v.
1
pi
∫
R
f (x− y)y
y2
dy
= p.v.
1
pi
∫
R
f (x− y)
y
dy = H f (x)
joten pätee raja-arvo
lim
t→0
C f (x + it) = lim
t→0
1
2
((Pt ∗ f )(x) + i(Qt ∗ f )(x)) = 12( f (x) + iH f (x)).
Voidaan päätellä, että Cauchy-integraalin F = C f ei-tangentiaalinen raja-
arvo on f jos ja vain jos f = iH f .
Siirrytään sitten tarkastelemaan ylemmän puoliavaruuden Rn+ Har-
dyn avaruuksia. Aloitetaan määritelmällä, joka toki muistuttaa tason vas-
taavaa 6.1.
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Määritelmä 6.4. Olkoon p > 0. Hardyn avaruus Hp(Rn+,C`n) koostuu
Clifford-analyyttisistä funktioista F : Rn+ → C`n, F = ∑α Fαeα, jotka to-
teuttavat ehdon
‖F‖Hp(Rn+) = sup
t>0
(∫
Rn−1
|F(x, t)|pdx
)1/p
< ∞.
Toisin sanoen löytyy sellainen vakio A > 0, että kaikilla t > 0 pätee arvio
‖F‖pLp =
∫
Rn−1
|F(x, t)|pdx ≤ Ap.
Muistutetaan mieleen ensimmäisestä kappaleesta, että Cliffordin al-
gebran alkion x = ∑α xαeα normi määriteltiin kaavalla |x| = (∑α |xα|2)1/2.
Siten jos F = F(x, t) on Clifford-arvoinen funktio, niin sen normi korotet-
tuna potenssiin p voidaan kirjoittaa muodossa
|F(x, t)|p = (∑
α
|Fα(x, t)|2)p/2,
missä jokainen komponenttifunktio Fα on reaaliarvoinen ja harmoninen.
Ylemmän puoliavaruuden kartio on määritelty kappaleessa 5 kohdas-
sa 5.29, ja ei-tangentiaalinen raja-arvo määritellään kuten tason tapauk-
sessa 6.2. Seuraava lause liittää ylemmän puoliavaruuden Hp-funktiot ja
reunan Lp-funktiot.
Lause 6.5. Olkoon (n− 2)/(n− 1) < p < ∞ ja F ∈ Hp(Rn+,C`n). Tällöin
löytyy sellainen funktio f ∈ Lp(Rn−1), että pätee
(i) F(x, 0) = lim -n.t.
(y, t)→(x, 0)
F(y, t) = f (x) melkein kaikilla x ∈ Rn−1 ja
(ii) lim
t→0
∫
Rn−1
|F(x, t)− f (x)|pdx = 0.
Todistus. Kohtaa (i) varten merkitään p0 = (n− 2)/(n− 1) ja määritellään
funktio Φ : Rn+ → C`n kaavalla Φ(x, t) = |F(x, t)|p0 . Lauseen 4.7 nojalla
funktio Φ on subharmoninen avaruudessa Rn+. Nyt pätee
‖F‖pHp = sup
t>0
∫
Rn−1
|F(x, t)|pdx = sup
t>0
∫
Rn−1
Φ(x, t)p/p0dx.
Merkitään q = p/p0, jolloin saadaan arvio∫
Rn−1
Φ(x, t)qdx ≤ (‖F‖p0Hp)q < ∞.
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Oletus on p > (n − 2)/(n − 1), joten pätee 1 > (n − 2)/(p(n − 1)) ja
edelleen
q =
p
p0
=
p(n− 1)
n− 2 > 1.
Lisäksi ‖F‖p0Hp ei riipu t:stä. Nyt lauseen 5.34 perusteella tiedetään, että
funktiolla Φ on olemassa pienin harmoninen majorantti Ψ, joka on jonkin
funktion g ∈ Lq(Rn−1) Poisson-integraali, Ψ = g ∗ Pt. Lauseen 5.30 no-
jalla funktiolla Ψ on olemassa ei-tangentiaalinen raja-arvo g(x) melkein
kaikilla x ∈ Rn−1, ja lisäksi Ψ on ei-tangentiaalisesti rajoitettu melkein
kaikkialla. Koska pätee Φ ≤ Ψ, myös Φ on ei-tangentiaalisesti rajoitettu.
Kaikilla α pätee
|Fα(x, t)|2 ≤∑
α
|Fα(x, t)|2 = Φ(x, t)2/p0
ja siten |Fα(x, t)| ≤ Φ(x, t)1/p0 . Siis jokainen komponenttifunktio Fα on ei-
tangentiaalisesti rajoitettu. Lauseen 5.31 nojalla niillä on ei-tangentiaaliset
raja-arvot eli melkein kaikilla x ∈ Rn−1 pätee
lim -n.t.
(y, t)→(x, 0)
Fα(y, t) = Fα(x, 0).
Tällöin sama pätee toki myös itse funktiolle F = ∑α Fαeα.
Näytetään vielä, että rajafunktio F(x, 0) = f (x) kuuluu avaruuteen Lp.
Fatoun lemman ja yhtälön 5.13 nojalla pätee∫
Rn−1
|F(x, 0)|pdx =
∫
Rn−1
lim inf
t→0
|F(x, t)|pdx ≤ lim inf
t→0
∫
Rn−1
|F(x, t)|pdx
≤ sup
t>0
∫
Rn−1
|F(x, t)|pdx ≤ sup
t>0
∫
Rn−1
Ψ(x, t)qdx
= sup
t>0
∫
Rn−1
|(g ∗ Pt)(x)|qdx =
∫
Rn−1
|g(x)|qdx < ∞.
Kohtaa (ii) varten riittää perustella dominoidun konvergenssilauseen
käyttö koska t → 0 on erikoistapaus ei-tangentiaalisesta raja-arvosta.
Edellisen kohdan perusteella saadaan arvio
|F(x, t)|p = Φ(x, t)q ≤ Ψ(x, t)q = |(g ∗ Pt)(x)|q
ja lauseen 5.23 avulla
|F(x, t)− f (x)|p ≤ 2p(|F(x, t)|p + | f (x)|p)
≤ 2p(|(g ∗ Pt)(x)|q + | f (x)|p)
≤ 2p(mg(x)q + | f (x)|p).
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Tämä on integroituva, koska lauseesta 5.28 seuraa∫
Rn−1
2p(mg(x)q + | f (x)|p)dx = 2p(
∫
Rn−1
mg(x)qdx +
∫
Rn−1
| f (x)|pdx)
= 2p(‖mg(x)‖qLq + ‖ f ‖pLp)
≤ 2p(b q‖g‖qLq + ‖ f ‖pLp) < ∞.
Dominoidun konvergenssin lausetta voidaan siis käyttää, mikä päättää
todistuksen.
Mikäli p ≥ 1, voidaan funktio F ∈ Hp+(Rn,C`n) selvittää laskemalla
reunafunktion f ∈ Lp(Rn−1) Cauchy-integraali. Tämä lause on tutkiel-
man päätulos ja se todistetaan luvun lopussa. Cauchy-integraalilla tar-
koitetaan luonnollisesti samaa kuin aikaisemmin lauseessa 3.8 esiteltyä.
Funktion f Cauchy-integraali pisteessä z = (x, t) ∈ Rn+ on
C f (z) =
1
ωn
∫
Rn−1
z− u
|z− u|n ν(u) f (u)du =
1
ωn
∫
Rn−1
u− z
|u− z|n en f (u)du.
Tavoitteena on esittää tämä muiden funktioiden avulla.
Kerrataan ensin kuitenkin muutamia asioita Fourier-muunnoksesta.
Integroituvan funktion f ∈ L1(Rn−1) Fourier-muunnos lasketaan kaaval-
la
F ( f )(ξ) = f̂ (ξ) =
∫
Rn−1
f (x)e−iξ·xdx.
Mikäli myös Fourier-muunnos f̂ on integroituva, saadaan alkuperäinen
funktio laskettua sen avulla käänteismuunnoskaavan avulla
f (x) =
1
(2pi)n−1
∫
Rn−1
f̂ (ξ)e iξ·xdξ.
Tästä voidaan päätellä fourier-muunnoksen yksikäsitteisyys, eli mikäli
funktioilla f ja g pätee f̂ (ξ) = ĝ(ξ) kaikilla ξ, niin pätee myös f = g
melkein kaikkialla, kunhan edellä mainitut integroituvuusehdot ovat voi-
massa. Mainittakoon vielä, että Fourier-muunnoksen eräs tärkeimmistä
ominaisuuksista on konvoluution muuttaminen tuloksi eli pätee
(̂ f ∗ g)(ξ) = f̂ (ξ)ĝ(ξ).
Näiden todistukset ja lisätietoa löytyy esimerkiksi Steinin ja Shakarchin
Fourier-analyysia käsittelevästä kirjasta [SS03].
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Poisson-ydin on määritelty jo aiemmin
Pt(x) =
2
ωn
t
(t2 + |x|2)n/2
ja funktion f Poisson-integraali on konvoluutio f ∗ Pt. Määritellään Poisson-
ytimen konjugaatti kaavalla
Q(j)t (x) =
2
ωn
xj
(t2 + |x|2)n/2
kaikilla j = 1, . . . , n− 1, ja vastaava integraali konvoluutiona kuten edellä.
Nyt Cauchyn integraalikaava voidaan kirjoittaa näiden avulla
C f (z) =
1
ωn
∫
Rn−1
u− z
|u− z|n en f (u)du
=
1
ωn
∫
Rn−1
u− x− ten
(|u− x|2 + t2)n/2 en f (u)du
=
1
ωn
∫
Rn−1
t
(|u− x|2 + t2)n/2 f (u)du
+
1
ωn
∫
Rn−1
u− x
(|u− x|2 + t2)n/2 en f (u)du
=
1
2
( f ∗ Pt)(x) + 1
ωn
∑
j=1
∫
Rn−1
(uj − xj)ej
(|u− x|2 + t2)n/2 en f (u)du
=
1
2
( f ∗ Pt)(x) + 12
n−1
∑
j=1
ejen(Q
(j)
t ∗ f )(x).
Määritellään funktion f Rieszin muunnos pääarvointegraalina
Rj g(x) =
2
ωn
p.v.
∫
Rn−1
xj − uj
|x− u|n g(u)du
ja merkitään niiden summaa
H =
n−1
∑
j=1
ejRj.
Jatkon kannalta on hyödyllistä huomata, että myös Rieszin muunnos voi-
daan esittää konvoluutiona Rj g = Kj ∗ g, missä Kj(x) = xj/|x|n. Mainitta-
koon vielä, että mikäli p > 1, on Rieszin muunnos rajoitettu avaruudessa
Lp, ja lisäksi L1-funktio kuvautuu heikkoon L1-avaruuteen.
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Nyt Poisson-ytimen, sen konjugaatin ja Rieszin muunnoksen Fourier-
muunnokset ovat
P̂t(ξ) = e−t|ξ|, Q̂
(j)
t (ξ) = −ie−t|ξ|
ξ j
|ξ| , (̂Rj g)(ξ) = −i
ξ j
|ξ| ĝ(ξ).
Konvoluutiokaavan avulla näistä saadaan
F (Pt ∗ Rj g)(ξ) = P̂t(ξ)R̂j g(ξ) = −ie−t|ξ|
ξ j
|ξ| ĝ(ξ)
= Q̂(j)t (ξ) ĝ(ξ) = F (Q(j)t ∗ g)(ξ).
Tästä seuraa Fourier-muunnoksen yksikäsitteisyyden nojalla, että pätee
Pt ∗ Rj g = Q(j)t ∗ g (6.6)
melkein kaikilla x ∈ Rn−1. Nyt voidaan jatkaa Cauchyn integraalikaavan
sieventämistä:
C f (z) =
1
2
(Pt ∗ f )(x) + 12
n−1
∑
j=1
ejen(Q
(j)
t ∗ f )(x)
=
1
2
(Pt ∗ f )(x) + 12
n−1
∑
j=1
ejen(Pt ∗ Rj f )(x)
=
1
2
(Pt ∗ f )(x) + 12(Pt ∗ (
n−1
∑
j=1
ejRj)en f )(x)
=
1
2
(Pt ∗ f )(x) + 12(Pt ∗ Hen f )(x)
= (Pt ∗ 12(I +Hen) f )(x)
Funktion f : Rn+ → C`n Cauchy-integraali C f voidaan siis esittää funk-
tion f/2+Hen f/2 Poisson-integraalina. Nyt lauseiden 5.12 ja 5.30 nojalla
voidaan päätellä, että C f kuuluu avaruuteen Hp, mikäli pätee joko f ∈ Lp,
p > 1, tai f , H f ∈ L1. Tällöin on lisäksi voimassa raja-arvo
lim -n.t.
z→x C f (z) =
1
2
(I +Hen) f (x)
melkein kaikilla x ∈ Rn−1.
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Määritelmä 6.7. Olkoon F : Rn+ → C`n. Määritellään sille ei-tangentiaalinen
maksimaalifunktio N(F) pisteessä x ∈ Rn kaavalla
N(F)(x) = sup
z∈Γα(x)
|F(z)|.
Jos 0 < p < ∞, niin kaikilla t > 0 ja aukeamiskulmilla α > 0 maksi-
maalifunktiolle on voimassa∫
Rn−1
|F(x, t)|pdx ≤
∫
Rn−1
sup
z∈Γα(x)
|F(z)|pdx =
∫
Rn−1
N(F)(x)pdx. (6.8)
Epäyhtälön vasemmalla puolella t > 0 on kiinnitetty, ja tällä vakiokorkeu-
della integroidaan funktiota |F|p koko avaruuden Rn−1 yli. Oikealla puo-
lella taas pisteen x ∈ Rn−1 kohdalle asetetaan kartio, valitaan funktion
|F| supremum kaikista tämän kartion pisteistä, korotetaan potenssiin p ja
toistetaan jokaiselle x. Erityisesti jokainen epäyhtälön vasemmalla puolel-
la integroitu piste kuuluu vähintään yhteen kartioon oikealla puolella.
Lause 6.9. Olkoon (n − 2)/(n − 1) < p < ∞. Clifford-analyyttinen funktio
F kuuluu avaruuteen Hp(Rn+,C`n) jos ja vain jos sen ei-tangentiaalinen maksi-
maalifunktio N(F) kuuluu avaruuteen Lp(Rn−1). Tällöin on olemassa vakiot A
ja B, joilla on voimassa
A‖F‖pHp(Rn+) ≤
∫
Rn−1
N(F)(x)pdx ≤ B‖F‖pHp(Rn+).
Todistus. Havainnon 6.8 nojalla riittää näyttää jälkimmäinen arvio∫
Rn−1
N(F)(x)pdx ≤ B‖F‖pHp(Rn+).
Merkitään, kuten lauseen 6.5 todistuksessa,
p0 =
n− 2
n− 1,
ja funktio Φ(z) = |F(z)|p0 . Lisäksi funktio Ψ on funktion Φ pienin harmo-
ninen majorantti, ja pätee Ψ = g ∗ Pt jollakin funktiolla g ∈ Lp/p0(Rn−1),
p/p0 > 1.
Lasketaan
N(F)(x) = sup
z∈Γα(x)
|F(z)| = sup
z∈Γα(x)
Φ(z)1/p0
≤ sup
z∈Γα(x)
Ψ(z)1/p0 = sup
z∈Γα(x)
(g ∗ Pt)(z)1/p0
≤ dαmg(x)1/p0 ,
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ja viimeinen arvio pätee lauseen 5.32 nojalla samalla vakiolla. Siten käyt-
tämällä lausetta 5.28 saadaan∫
Rn−1
N(F)p(x)dx ≤ dα
∫
Rn−1
mg(x)p/p0dx
≤ dαb(p, n)
∫
Rn−1
|g(x)|p/p0dx
= dαb(p, n)‖F‖pHp(Rn+).
Lause 6.10 (Päätulos). Olkoon 1 ≤ p < ∞ ja F : Rn+ → C`n funktio, jo-
ka kuuluu Hardyn avaruuteen Hp(Rn+,C`n). Tällöin pätee F = C f , missä
f : Rn−1 → C`n on ei-tangentiaalinen raja-arvo funktiosta F melkein kaikkialla.
Todistus. Funktio F on harmoninen, joten lauseen 5.19 nojalla se voidaan
kirjoittaa Poisson-integraalina F = f ∗ Pt. Lauseen 5.15 perusteella löytyy
vakio A = A(n, p), jolla pätee
sup
x∈Rn−1
|F(x, t)| ≤ A‖F‖Hp(Rn+)t(1−n)/p.
Kiinnitetään piste z = (x, t) ∈ Rn+. Valitaan sellaiset vakiot ε > 0 ja R > 0,
että pätee suuruusjärjestys R > 10|z| > t > ε > 0. Merkitään joukot
Σε,R = {ζ = (ξ, s) ∈ Rn+ : |ζ| = R, s > ε}
ja
Dε,R = {ζ = (ξ, s) ∈ Rn+ : |ζ| ≤ R, s = ε}.
|ξ|, ξ ∈ Rn−1
s ∈ R+
ε
R
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Kuvassa on merkitty joukkoa Σε,R katkoviivalla ja Dε,R yhtenäisellä viival-
la. Kiinnitetty piste z on yhdisteen Sε,R = Σε,R ∪ Dε,R sisällä, joten Cauc-
hyn integraalikaavan avulla saadaan
F(z) =
1
ωn
∫
Sε,R
z− ζ
|z− ζ|n enF(ζ)dζ
=
1
ωn
∫
Dε,R
z− ζ
|z− ζ|n enF(ζ)dζ
+
1
ωn
∫
Σε,R
z− ζ
|z− ζ|n η(ζ)F(ζ)dζ
= I1 + I2,
(6.11)
missä η on joukon Σε,R yksikköulkonormaali (ja erityisesti |η| = 1). Näy-
tetään, että jälkimmäinen integraali I2 menee nollaan, kun annetaan sä-
teen R kasvaa rajatta.
Jos ζ ∈ Σε,R, niin |ζ| = R. Lisäksi −|z| > −R/10, joten kolmioepäyh-
tälö alaspäin antaa arvion |ζ − z| ≥ ||ζ| − |z|| ≥ 9R/10. Nyt pätee
|I2| = | 1
ωn
∫
Σε,R
z− ζ
|z− ζ|n η(ζ)F(ζ)dζ|
≤ 1
ωn
∫
Σε,R
|z− ζ|1−n|F(ζ)|dζ
≤ A
ωn
(
10
9
)n−1R1−n‖F‖Hp(Rn+)
∫
Σε,R
s(1−n)/pdζ.
Merkitään
I3 =
∫
Σε,R
s(1−n)/pdζ.
Napakoordinaattien avulla saadaan
I3 ≤ CRn−1
pi/2∫
arcsin (ε/R)
(R sin θ)(1−n)/pdθ
= CRn−1R(1−n)/p
pi/2∫
arcsin (ε/R)
(
1
sin θ
)(n−1)/pdθ,
missä C = C(n) on dimensiosta riippuva vakio. Viimeisimmän integraa-
lin arvo riippuu luvun p arvosta.
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Lasketaan ensin tapaus p = n− 1, koska muissa tapauksissa hyödyn-
netään sitä. Tällöin pätee siis (n− 1)/p = 1, joten saadaan
I3 ≤ CRn−1R−1
pi/2∫
arcsin (ε/R)
dθ
sin θ
.
Funktion 1/ sin θ integraalin laskemisessa on hyödyllistä tietää trigono-
metrian kaavat
tan
θ
2
=
sin θ
1+ cos θ
ja cos (arcsin (θ)) = (1− θ2)1/2. Näiden avulla voidaan laskea
pi/2∫
arcsin (ε/R)
dθ
sin θ
=
pi/2/
arcsin (ε/R)
ln (tan (θ/2))
= − ln tan ( arcsin ε/R
2
)
= ln (
R + (R2 − ε 2 )1/2
ε
) ≤ ln 2R
ε
.
Tapauksessa p = n− 1 lopullinen arvio integraalille I3 on siis
I3 ≤ CRn−2 ln 2R
ε
.
Tapauksia p 6= n− 1 varten tehdään aluksi tärkeä havainto: jos pätee
arcsin (ε/R) ≤ θ ≤ pi/2, niin myös ε/R ≤ sin θ ≤ 1 ja edelleen
1 ≤ 1
sin θ
≤ R
ε
.
Olkoon 1 ≤ p < n− 1, jolloin pätee (n− 1)/p > 1 ja
n− 1
p
=
n− 1− p + p
p
= 1+
n− 1− p
p
,
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missä (n− 1− p)/p > 0. Lasketaan
I3 ≤ CRn−1R(1−n)/p
pi/2∫
arcsin (ε/R)
(
1
sin θ
)(n−1)/pdθ
= CRn−1R(1−n)/p
pi/2∫
arcsin (ε/R)
1
sin θ
(
1
sin θ
)(n−1−p)/p dθ
≤ CRn−1R(1−n)/p(R
ε
)(n−1−p)/p
pi/2∫
arcsin (ε/R)
dθ
sin θ
= CRn−1R(1−n+n−1−p)/p ε(p+1−n)/p ln 2R
ε
= C ε(p+1−n)/p Rn−2 ln 2R
ε
.
Tapauksessa p > n− 1 pätee 0 < 1/p ≤ (n− 1)/p < 1 ja
n− 1
p
= 1− 1+ p− n
p
,
missä (1+ p− n)/p > 0. Siten nyt saadaan
I3 ≤ CRn−1R(1−n)/p
pi/2∫
arcsin (ε/R)
(
1
sin θ
)(n−1)/p dθ
= CRn−1( 1
R
)(n−1)/p
pi/2∫
arcsin (ε/R)
1
sin θ
(sin θ)(1+p−n)/p dθ
≤ CRn−1( 1
R
)(n−1)/p
pi/2∫
arcsin (ε/R)
dθ
sin θ
= CRn−1( 1
R
)(n−1)/p ln 2R
ε
.
Palataan takaisin integraaliin I2. Yhdistämällä edellä lasketut arviot ja
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merkitsemällä B = (A/ωn)(10/9)n−1‖F‖Hp(Rn+)C saadaan
|I2| ≤ A
ωn
(
10
9
)n−1R1−n‖F‖Hp(Rn+) I3
≤

BR1−n ε (p+1−n)/p Rn−2 ln (2R/ε), 1 ≤ p < n− 1
BR1−nRn−2 ln (2R/ε), p = n− 1
BR1−nRn−1R(1−n)/p ln (2R/ε), p > n− 1
=

Bε (p+1−n)/pR−1 ln (2R/ε), 1 ≤ p < n− 1
BR−1 ln (2R/ε), p = n− 1
BR(1−n)/p ln (2R/ε), p > n− 1
ja tämä lähestyy nollaa kaikissa tapauksissa, kun R→ ∞.
Nyt ottamalla raja-arvo R→ ∞ kaavassa 6.11 saadaan
lim
R→∞
(I1 + I2) = lim
R→∞
1
ωn
∫
Dε,R
ζ − z
|ζ − z|n en F(ζ)dζ
=
1
ωn
∫
Rn−1
ξ − x + (ε− t)en
(|ξ − x|2 + (ε− t)2)n/2 en F(ξ, ε)dξ
=
1
ωn
∫
Rn−1
ξ − x
(|ξ − x|2 + (ε− t)2)n/2 en F(ξ, ε)dξ
+
1
ωn
∫
Rn−1
(ε− t)en
(|ξ − x|2 + (ε− t)2)n/2 en F(ξ, ε)dξ
=I4 + I5,
(6.12)
koska I2 → 0 ja integraalissa I1 rajankäynti vaikuttaa ainoastaan integroin-
tialueeseen Dε,R, josta siis tulee Rn−1 × {ε}. Alussa todettiin, että pätee
F(x, t) = ( f ∗ Pt)(x). Käyttämällä tätä, konvoluution ominaisuuksia sekä
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tuloksia 5.20 ja 6.6 saadaan integraali I4 muotoon
I4 =
1
ωn
∫
Rn−1
ξ − x
(|ξ − x|2 + (ε− t)2)n/2 en F(ξ, ε)dξ
=
1
ωn
n−1
∑
j=1
∫
Rn−1
(ξ j − xj)ejen
(|ξ − x|2 + (t− ε)2)n/2 ( f ∗ Pε)(ξ)dξ
=
1
2
n−1
∑
j=1
ejen(Q
(j)
t−ε ∗ ( f ∗ Pε))(x) =
1
2
n−1
∑
j=1
ejen(Pt−ε ∗ Rj ( f ∗ Pε))(x)
=
1
2
n−1
∑
j=1
ejen(Pt−ε ∗ (Kj ∗ ( f ∗ Pε)))(x) = 12
n−1
∑
j=1
ejen(Pt ∗ (Kj ∗ f ))(x)
=
1
2
n−1
∑
j=1
ejen(Pt ∗ (Rj f ))(x) = (Pt ∗ 12
n−1
∑
j=1
ejenRj f )(x) = Pt ∗ 12Hen f (x).
Integraali I5 on helpompi ja siitä tulee
I5 =
1
ωn
∫
Rn−1
(ε− t)e 2n
(|ξ − x|2 + (ε− t)2)n/2 F(ξ, ε)dξ
=
1
ωn
∫
Rn−1
t− ε
(|ξ − x|2 + (t− ε)2)n/2 ( f ∗ Pε)(ξ)dξ
=
1
2
(Pt−ε ∗ (Pε ∗ f ))(x) = 12(Pt ∗ f )(x).
Siis pätee
F(x, t) = Pt ∗ 12(Hen f )(x) +
1
2
(Pt ∗ f )(x)
= (Pt ∗ 12(Hen f + I))(x) = C f (z),
eli funktio F voidaan esittää reunafunktionsa f Cauchy-integraalina.
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